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St. KöniglicheB Hoheit 

dem 

Dhrchlanchtigsten 

Kronprinzen und Herrn 

Joseph Franz Oskar 

BJMmprinxai toh Schweden, Herzoge Ton Sfidermannland» General der 
Infanterie und Tice-Kön^ von Sorvregta 



dieie Bogen 



ehrfnrcKtsToU 
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Diirdilauditigst«r, Cii^d^sier Kroiqirinz und Herrl 



JW. KSuigliohe Hoheit g^mwltrttge Bogen nuBueigiien, und durch 
Wdist Dero Torgesetzten Ifamen denselben ^nen TorziigllohcHi Glanz zu 
geben, wurde ioh mich nicht erkiihniMi| irenn nur nicht zu bekumt wär^ 
mit irelcher Hilde Hifehst Dieselben die Opfer dw tiefeten Ehrfurcht gn- 
snnehmen geruhen. 

Der Gegenstand, weldien diese Bogen enthalten, irird Ew. Kfinig- 
lichen Hoheit, als einem besonder«! Verehrer der mathematischen Mlssen- 
sduiften, ohne Zweifel nicht gleichgültig seyn. Es hat nämlich dm 
grSssten und bOTÖhmtesten Mathematikem noch nicht gelingen wollen, 
die Grundprindpien d^ Difierenzialredmung auf reine Anschauung zu- 
rBckzubringen, und es ist daher ein neve^ Tennidi gewiu nidit zu mtss- 
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billigen, wie es wol möglioh sejn kOnnte, dieser wichtigen Forderung 
ein Crenüge zu thun. 

Hein höchste Wunsch wird erfüllt seyn, wenn Ew. Königliohe 
Hoheit diese meine Bemühung huldreichst und gnädigst anzunehmen ge- 
ruhen wollen. Kie wird aus meinem Herzen die tiefste Ehrerbietung 
Terdritngt werden, mit welcher ich ersterbe 

Ew. Königlichen Hoheit 

Greifiwald» dM 1. Hfin 1831. 

onterfliSnigKter Diener 
J. B. riseher. 
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T T enn die rane Blathematik die einzige Wissensohaft ist, welche 
unserem Geiste die absolute Evidenz ihrer Lehren gleichsam abzwingt 
so kann dies mit demselben Rechte von dem reinen Tbeilo der hohem 
Reohenkimst rerlangt werden. Allein die bisherigen rielföltigen Be- 
mühungen der grössten und berühmtesten Mathematiker haben diese 
Wahrheit zu bestätigen nicht Termocht, und es ist noch keinem gelun- 
goi) die Gximdprincipien der DüFerenzialreohnung so darzulegen, dass 
sie in der reinen Anschamug erkannt würden, obgleich üae allgemei- 
nen Gesetze in dem grössteb Umfange sind «itwiokelt, imd zur Aufiö- 
Bung der schwierigsten Aufgaben in der hShern Geometrie und in allen 
Theilen der angewandten Matiiematik mit dem glücklichsten und bewun- 
dernswürdigsten Erfolge angewendet worden. Lkibnitz, dieser scharf- 
sinnige Elrfinder der Differenzialreohnung, und nach ihm besonders der 
berühmte Analjtiker Leonhahd Eüleb, und nach der Zeit mehrere an» 
dere grosse Mathematiker, nahmen zur Begriindung der DÜFerenzialrech- 
nung unendlich kleine Grössen an; andere berühmte Mathematiker, in 
Deutschland Kax&tnek, und in Frankr^ch l'HoLiEa und DALziiBEmT 
glaubten die wahren Gründe derselben in den Grenzen der YerhÜItnisse 
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swisohen dem Weohsfiiame «infar Funktion und ihrer Haup^rSsse zu fin- 
den, und noch andere berühmte Mathematiker suchten mit Yermeidung 
der unendlich kleinen GrösBen auf mancherlei andern Wegen diese höhere 
Rechenkunst za begründen. Bei Yergleichung aller dieser Methoden zur 
Feststellung der Grundprincipien fanden sich aber gegen die eine und die 
andere geringere und grössere nicht ungegründete Zweifel. Ich habe es 
dahw gewagt neue Ansichten über die Grundprincipien der Differenzial- 
reobnung zu entworfen j welche ich hiermit den Kennern der Mathema- 
tik Toriege. 

Zuerst war mir Torzüglich darum za tiiun, zu beweisen , dass 
unendliche GrSssffli überhaupt gar kein Cregenstand mathematischer IJn- 
tersuchiingeu seyn können, und dass besonders der Begriff reu unend- 
lich kleinen Grössen, welche kleiner seju sollen, als jede anzugebende 
Grösse, sich selbst widerspreche, und mithin die wahren Gründe der 
Differenzialredmung nicht in unendlich kleinen Grössen Hegen können, 
•ondem rielmehr in dem Gebi^e endlicher Grössen zu sudien sind. 
LxoHH. EuLEK hatte bereits die richtige Idee ron der Differenziälfunk- 
tion au%efasst, und sie als die ein&chste Differenzform der allgemeinoi 
Differenzfunktion einer gegebenrai Funktion betrachtet, in welcher die 
Differenz der Terfinderlichen Grösse (A^) gleidi Null geworden ist. Er 
wurde aber auf die irrige Torstellung geleitet, dass dx=0 eine unend- 
lich kleine Grösse mj, und stellte daraus Behauptungen auf, die mit 
sich nicht bestehen konnten. loh habe mich übrigens bemüht, die, Grund- 
gesetze der Differenzialrechnung so deutlich vorzutragen, dass selbst der 
Anfänger, wenu ihm nur die Natur der Funktionen, die Erfindung ihr&e 
Differenzen, und der bin(miiBche Ldirsatz mit den vier Redmungsarten 
bekannt sind, keine Schwierigkeit, sie ru verstehen, finden wird. Ich 
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erlaube mir our noch, zur richtigem und genauem Binsidit des YoE^ie- 
tragenea hier Folgendes beizufügen. Es ist bekannt, dass der allgemeine 
AusdrudE. der Difierenzialfunktion einer Funktion, weldie die reränder- 
liche Grtfflse x enthält, Adx = A . = ist, wo A den einbcfasten Coef- 
ficienten von dx oder Ifull rorstellt , wenn in der allgemeinen DÜFerena- 
funktion A^ oder hier dx gleich Null geworden ist. Dieser Coe£Geient 
ist gerade die Hauptgrösse, auf welche es in der Difierenzialfunktion an- 
kommt. Seta^ man nun die rerSnderlicbe Grösse j der Funktion von x 

gleich, so wird dy = Adx = 0, und daher -^ = ~ = A, Es ist also 

die HauptgrÖase A in der Difierenzialfunktion jederzeit als ein Quotient 
zu betrachten, welcher entsteht, wenn Null durch Null diTidirt wird, und 
nicht anders, als durchs Difiierenziren der gegebenen Funktion gefunden 
werden kann. Es stimmt dies auch mit der gemeinen Arithmetik, ohne da- 
brä die mystischen Begrifie Ton unendlich kleinen Grössen zu Hülfe nehmen 

zu dürfen, aufs Tollkommeuste zusammen, indem ^ eine jede gedenk- 
bare Zahl als Quotient sejn kann, und man findet auch, wenn j-ss X 

gesetzt wird, daraus A.0=:0^ Adxsdy wieder, wie die ganeine Re- 
ohfflikunst verlangt. Eben so anschaulich erhellt, dass die Ausdrücke 
A*dx»=A".0»=0»=5dy*; A'dx»=A*.0*s=0»=dy», und überhaupt A'dx" 
^A"0''^0''^d7'' ihre bestimmten Bedeutungen haben müssen. Man er- 

hMtaa,au.&; = A.=«;;gl = A. = 2iu.d^ = A. = ^,una 

es sind ebenfalls die Potenzen Ton A als Quotienten anzusehen, welche 
durch Potenzen Ton Nullen dividirt entstehen, aber erst durchs Differen- 
ziren der Funktion bestimmt werden; daher können auch die Ausdrücke 
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n* n^' n** ri" ^^nder nicht gleich seyn. Ob nun also gleich 0,0*,0*..^ 
statt der Bezeichnungen dx, dx% dx*...dx' gesetzt werden könnten, in- 
dran dadurch die Hauptgrösse A, auf irelohe es in der Differenrialfunk- 
tion all^ ankommt, gar keine Aenderuug leidet, so haben dooh die 
letztern aus rerschiedenen wichtigen Gründen unverkennbare Yorziig^ 
wie in der Schrift selbst ist angeführt worden. 
Greifswald, den 21. Februar 1831. 



FUeher, 
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Nene Ansichten 



die Grundprümpien der Differemialreckmmg. 



«• •• 

Unendlich Iteiut alles dasjenige, was keine Grenzen lut, und was nns daher 
niclit gegeben werden kann. Ea iat folglich für sich klar, dau eine wissenschafiliche 
Erörtemng unendlicher Grössen gar kein Gegenstand nnsers 'Wissens aeyn nnd werden 
kann. AncL hat in der That die gesammte niedere nnd höhere Mathematik so wol 
ZOT Begründung aller ihrer Theile, als anch zur anschaalichen Entwickelong ihrer 
Gesetze keine nnendlicben Grüsaen nöthig. Die jlasdrücke: InfinitesimalcalcUl, 
Rechnung des Unendlichen, Analysis des Unendlichen n. s. f. sind aas 
irrigen Torstelinngen Ton nnendlichen Grössen entstanden, Trodurch eben die Gnind- 
principien der Oifferenzialrechnnng in ein dunkles Licht sind rersetzt worden. Man 
mnss sich wirklich wandern, dasa dieser wichtige Zweig der Mathematik nicht allein 
in Hinsicht der Theorie, aondem auch in Rücksicht seiner Anwendung anf Arithmetik, 
hühera Geometrie, Mechanik, Hydraulik n. s. w. zu einer so hoben Stnfe der Voll- 
kommeoheit gekommen ist , nnd gleichwol die Gmndprincipien desselben nach so vielen 
und verschiedenen Versuchen bis znr Zeit noch schwankend nnd nnsicher geblieben 
sind. Es scheint daher mit Schwierigkeiten verbunden zu aeyn , die richtigen nnd 
wahren Grunde so auffinden zu können, dass gar kein ZweiJFel dagegen mehr statt 
findet. Allein mich dünkt , dass diese Schwierigkeiten bloss in den allgemein ange- 
■ommenen unrichtigen Begriffen ihren Ursprung haben, und, abgesehen von diesen, 
die wahren IQründe nicht tief liegen. Es verdient also gewiss dieser wichtige Gegen- 
stand eine neue und genaue Untersuchung. Nach der langen Reihe von Jahren , in 
welchen ich mich vorzüglich mit der reinen hühern Mathematik beschäftigt habe, 
bin ich endlich jetzt anf neue Ansichten über die Grundprincipien der hohem Rechen- 
kunst gekommen, welche sich nicht auf unendlich kleine Grössen, sondern ganz 
allein auf endliche Grössen stutzen. Ich werde sie in möglichst gedrängter Kürze mit 
gehöriger Deutlichkeit darstellen. 

1 
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In der (reuminten Mathemalik kommt ca TOrznglicK anf dealliche, bettimmle and 
^naae Begriffe an, aa« welchen dann auch richtige Schlöaae gezogen und antcitaa- 
lieh« Grundsalze festgealellt werden hönnea. Die bisherigen Begriffe Ton onendlich 
kleinen Grössen, welche zar Begründung der Differenzialrechnong sind gebraucht wor^ 
den, sind meiner Ceberzeugnug nach unsicher, irrig, und sich selbst widerspre- 
chend. Man behauptet namlich, das Differenzial sey eine nnendlich kleine Grösse, 
oder eine solche, welche kleiner ist, als jede Grösse, die sich angeben lassl. Dieser 
misslungene Begriff ist ohne Sinn, und hat seinen Ursprung von der Theilung 
einer Grösse bis ins Unendliche erhallen. Man ist der Meinung, dass die bia ins 
Unendliche getheilte Grösse mit einer uneudlicben Grösse gleichbedeutend sej. Allein 
dies ist irrig; denn eine nnendlich kleine Grösse ist gar nicht denkbar, und kann 
folglich nie gegeben werden. Dagegen kann aber eine jede endliche Grösse einer Thei> 
Inng bia ins Unendliche nnterworfen werden. Eine gerade Linie z. B. lasst sich so 
wol bis ins Unendliche Tergröseem, als auch bis ins Unendliche verkleinern; allein 
man würde offenbar in einem Irrthume begriffen aeyn, wenn man behaupten wollte, 
dasa im erstem Falle die Linie wirklich unendlich gross und im zweiten anendlich 
klein würde; denn in beiden Füllen müsste die Linie granzenlos geworden seyn, wel- 
ches aber dem Ausdrucke : eine Grösse bis ins Unendliche vermehren oder vermindern, 
völlig widerspricht. Es hat vielmehr hiermit folgende Bewandniss. Eine jede Grösse 
nämlich ist ans nur als etwas Games oder Zusammengesetztes gegeben, es sind ans 
«her nicht die Theile gegeben, aus welchen das Ganze zusammengesetzt ist, d. h. die 
unendliche TheÜbarkeit der Grösse ist keine nothwendige Folge, welche das ZnaaUf 
mengesetzte mit sich führt. Sie ist bloss in unserer Vorstellung wirklich, and 
mnss daher so weit möglich aejn, so weil wir in der Yorstellnng iheilen können. 
Weil nun derselben keine Grenzen gesetzt sind, so ist auch die Theilung anendlich; 
allein sie ist ans doch niemals als onendlich gegeben, mithin folgt daraus auch nicht, 
dasa die Grösse aus einer unendlichen Menge vonTheiten zusammengesetzt sey, darum, 
weit ihre Theilung bis ins Unendliche geht. Die Grösse, welche als etwas Zusam- 
mengesetztes gegeben ist, kann daher auch keine wirklich vollendete Theilung bis 
ins Unendliche beweisen, obgleich in selbiger der Grund von der Tbeilbarkeil bis ins 
Unendliche liegt. Hiemach spricht man z. B. nicht bestimmt genug, wenn man 
•agt: der Kreis könne als ein regulaires Polygon von unendlich vielen Seiten betrachtet 
werden; richtiger und genauer würde man sich aosdrückent dem Kreise könne sich 
ein regnlaires Polygon unendlich nähern. 

♦•3. ■ 
Die Mathematik giebt ans eine Slenge von Beispielen an die Hand, welche die 
im vorigen ^ fiMlgesctzten Bestimmungen aufs vollkommenste und deutlichste bestäti- 
gen. Wenn z.B. in einem rechtwinklichten Dreiecke, wo das Quadrat derHypothe- 
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anae den Quadraten der Calheten znaammengenommeii gleich »t, die beiden Calhelen 
in Zahlen ansgedrttckt sind, z. B. der eine Caihetaa ^ 1, und der ander« =3, to 
findet man die Länge der Hypolhennse =: t^S, mithin in einer Imlionalzahl , von 
welcher kein aliquoter Theil ausgeben werden kann, durch welchen die Lange der 
Hjpoiheniue genau zu bestimmen mü^ich wäre. Hier liegt offenbar der Grund der 
unendlichen Theilfaarkeit in der IrraiioDalzahl /5; allein sie ist nicht «!• tmendüdi 
gegeben, und es läs«t sich folglich auch nicht die Länge der Hjpothenuse als ans 
einer unendlichen Menge Ton Theilen zusammengesetzt darstellen. Wird dagegen das 
rechlwinkltchte Dreieck an* den gegebenen Calheten durch Constmction bestimmt, 
so wird die Länge der Hypolhenuse genau gefunden. Hier in diesem letzten Falle ist 
uns also das Ganze oder Zusammengesetzte gegeben, aber nicht die Theile, atis weU 
eben das Ganze zusammengesetzt ist, oder die unendliche Tbeilbarkeit der zu bestim- 
menden Lange der Hypolhenuse ist keine ooihweodige Folge, welche das Ganze oder 
das Znsam mengesetzte mit sich rührt. 

Eben so lässt sich von der Irrationalzahl }' 3 kein aliquoter Theil finden, 
welcher dieselbe genau bestimmte; allein man ist doch im Stande einen rationalen Theil 
anzugeben, welcher von der Irrationalzahl /3 weniger Terscbieden ist, als jede noch 
so kleine anzugebende Zahl. Ueberhaupt bielhea uns die sogenannten incommensnra- 
beln Grössen sehr riele Fälle dar, wo eine Theiloog bis ins Unendliche statt findet. 
Man kann aber hierbei jederzeit einen rationalen Theil finden, welcher von der bis 
ins Unendliche zu theÜenden Grösse weniger rentchieden ist, als irgend «ine noch so 
kleine angebliche Grösse. AVenn man daher eines Theils behauptet, eine aoendlich 
kleine Grösse aej eine solche, welche kleiner als jede angebliche Grösse ist, nnd 
andern Theiia gleichwol mit vollem Rechte annimmt, es lasse sich bei jeder ins Un- 
endliche zn iheilenden Grosse ein rationaler Theil bestimmen, welcher von jener 
Grösse -doch noch weniger verschieden ist, als jede noch so kleine angebb'che Grüis«, 
so findet hier offenbar der grüaale Widersprach statt. Durch das Hinansschieben bis 
ins Unendliche wird wol der rationale Theil genaner bestimmt, allein nie eine nn- 
endlich kleine Grösse bezweckt, welche gar nicht möglich ist. Es ist also hierdurch 
unläugbar bewiesen , dasa unendliche Grössen nur eingebildete Dinge sind , nnd dass 
folglich die wahren Gmudprincipien der hohem üechenknust nicht in tmendlich kleinen 
Grössen gesucht werden können ^ wi« dies bisher geschehen ist. 

»■*• 

Zum Gluck bedarf die Differeuziatrecbnuog zn ihrer Begründung keiner ein« 
zigen eingebildeten onendlich kleinen Grösse; sie eteeugl sich vielmehr in ihrer wahren 
Schönheit und in verlangter mathem^ischer Schärf« aus dem Schosse endlicher Grö- 
ssen. Sie ist nämlich ihrer Natur hnd ihrem Wesen nach die Bestimmung der ein^ 
fachsten und leichtesten Differenzfarm von irgend einer Funktion, in welcher der 
Znwachs oder die Differenz der vermnderlichen Grösse (Ax) eine wirkliebe Null, und 
mithin die Differenz selbst girieh Null geworden ist. Denn in jeder allgemeinen 
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Diffennzlnnktuni kaon^ Tie bekannt, Ax jeden willkillulicben IVertk erballeOf and 
hiervon hängt dann anch der AVerth der ganzen DtGTerenzfnnktion ab. Man k«nit 
daher anch slalt Ax Nnll setzen, und eben in diesem Falle wird die einfachale nnd 
zugleich die wichtigite Differenzrorm , welche wir Differenzialfanklion nennen 
wollen, entstehen. Ea wird die Folge mit der grösslea Denilichkeit zeigen « da« nach 
dieser Ansicht die ganze höhere Analysis fest nnd nnerschitlterlich begriindel wird, 
und dieselbe keineswegea als eine kiinslliche Nnllenrechnnng zn betrachten sey. 

Wir bezeichnen mit dem berühmten Leibnilz, dem Erfinder der Differenz 
zialrechnnag, Ax, sobald es Null geworden ist, mit dx, nnd nennen es alsdann Dif- 
ferenzial. Man könnte nnbeschadet der Wahrheit in der Diflerenzialfanktion statt 
dx auch Null aetzen; allein das Zeichen dx, wie selbst in der Folge noch mehr her- 
Torlenchten wird , hat bei der Entwickelnng der DifierenziairnnklioDen in vielen Hin- 
sichten unverkennbare Torzüge ; denn zuerst zeigt es uns sogleich deutlich an, welche 
veränderliche Grösse in der Funktion, deren Differenztalfunktion zu suchen war, zum 
Grunde lag, nnd aodann zweitens giebt uns diese Bezeichnung das schönste nnd beste 
Mittel, ans der Differenzialfnnktion die Funktion selbst, oder das Integral, leicht und 
ohne Verwirmng wieder zu finden, welche nicht zu vermeiden wäre, wenn man in 
der Difierenziairunklion statt dx die Null setzen wollte. Wenn z. B. die Funktion 
a-|-bx gegeben ist, so wird ihre Differenz oder A(a-|-hx)^ a-(-b(x+ Ax) — a — bx 
= a + bx -(- b Ax — a — bx = bAx, nnd, wenn Ax gleich Null gesetzt wird, die 
Difierenzialfnnktion ^ hdx ^b.0=0. Wollte man behaupten, daes bdx nicht gleich 
Null wäre, so möaste ea irgend einer, und wenn noch so kleinen Grösse, gleich s^u; 

man nehme bdx ^ q, folglich dx^^-g- als Etwas, was sich selbst widerspricht. 

«.5. 

Da also die Difierenzialrechnnng blos m der Bestimmung der einFacbsten tind 
leichtesten Differenzform irgend einer gegebenen oder gefundenen Punktion besteht, 
in welcher die Differenz der verändert iclien Grosse (Ax) gleich Null geworden ist; 
so erbellet, dasa das Aggregat oder der Unterschied irgend einer Grösse mit dem ein- 
fachen oder vielfachen Differenziale einer veränderlichen Grösse der «rstem GrÖaae 
gleich sejn mnsa. So ist nämlich a + dx oder a + ndx^a; eben so ist auch x-|-dx^ 

oder x-J dx = x. Femer ist anch bierans klar, dass in jeder Differenzfunktion, 

in welcher ausser Ax, anch noch Ax% Ax*, Ax*.*. Ax' vorkommen, alle Glie- 
der, welche damit sind multiplicirt worden, gäuElich wegfallen^ wenn Ax gleich 
Nnll oder dx geworden oder die einfuchste Difierenzfarm entwickelt iat. Wenn z. B. 
die Funktion 3ax — x* gegeben ist, so ergiebt aich die allgemeine Differenzfunklion, 
oder A . (2ax — x") = aa (x + Ax) — (x+ Ax)* — (2ax — x') = 2ax 
+ 2aAx ~ x' — 2xAx— Ax'— 2ax + x* = 2a Ax — 2xAx— Ax', folglich, 
wenn Ax gleich Null geaetzi wird , die DifferenziaUonktion ^ 2 a dx — 2 x dx 
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= (a — s) iSx = Ol Au einer soldien einfacben Differenrfurm «iner «Ugemeiiien 
Differenzfnnklioa laut «ich ann aber auch omgekehrl das Integral leicht finden, wel- 
chea an« der allgemeinen Differenzrunklioa mit weit grouerer Scbwierigkeil bestimmt 
Verden kann. So ergiekt sich z.B. aas der Diflerenzialfunktion 3x^dx sehr leicht 
da* integral x*| welches aber weit schwieriger aus der Diflerenzfanktiun 3x'Az 
+ 3x As* -|- Ax* entwickelt werden kann. Wenn aber einmal eine OiSereozialfank- 
tion ist gefunden worden, wie x. B. bdx = h . = 0, so ist man Ton der 'Wahrheit 
nberxangt, das» «ach b'dx' = b*. 0* = 0'; b^dx* = b*. 0' = 0*, and überhaupt 
b*dx" ^ b'.0*= 0* seyn müsse. Deberhaopt mag die gefundene Di&erenzialfunk- 
lioQ eine Form haben, welche man will, \o kann sie alsdann, anbesohadet der Wahr* 
Leit, in eine jede wUIkührlicbe Potenx erhoben ^ oder auch jede Wurzel daraas ausge- 
zogea werden. So wird also, wenn 3 (a — x)dx=OiBt, aach4(a — x)*dx* = 0'; 
8 (a— x) ' dx* = 0* n. f. wahr sejm müssen. Welche richtige und wichtige Folgen 
liierans gezogen werden können^ wird ans dem Folgenden deutlich erhellen, ohne das* 
die sich selbst widersprechenden unendlich kleinen Grössen mit ins Spiel dabei kön- 
nen därllcen* 

♦.a. 

Die bisher fest gesetzten BegriSe mit den daraus abgeleiteten richtigen Folgen 
sind hinreichend, mit höchster mathematischer Eridenz die Differenzialfunklionen von 
allen möglichen gedenkbarea gegebenen oder gefandeoen Funktionen zu bestimmen. 
Om hierbei mit möglichster Deutlichkeit zn Werke zu geben, soll mit den algebrai- 
schen Fnnktionen einer einzigen Teräoderlichen Grösse der Anfang gemacht werden. 
£■ ist 
A.x* =(x+Ax)«— x" = x*+ 2xAx+ Ax* — x' =2xAx + Ax* 
und daher, wenn Ax gleich NoU angenommen wird, das Oi0ereDZiaI 

d . X*=:2xdx = 0. 
A.x*=(x+Ax)»— x»=x*+3x»Ax-J-3xAx' + Ax*— x'=3x'Ax+3xAx'4-Ax% 
folglich, wenn Ax gleich Null gesetzt wird, das Differenzial 

d . X* = 3x»dx = 0. 
A . X* = (x + Ax)*— x*= x*+4x»Ax+ 6x*Ax» -|- 4x Ax» + Ax* — x* 

= 4x»Ax-i-6x*Ax* + 4xAx* + Ax*, 
nnd daher, wenn Ax ^eich Null ist> das DilFerenzial 

d > X* ^ 4x'dx= u. f^ u. f. 
Ueberhanpt ist 
A. X" =(x+Ax)-~x- = x- + nx— ' Ax+~^x— Ax* 




1 . 

+ 1». Sm X" 



n.n-l.n-2 „_, . , , , 
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luilliin, wena Ax gUith Null getelsl wi'H, Jm DiSerenzi*! 
d . x' ■= nx' — 'dx = 0. 

Ich finde nicht nölhig, melirer« Beiapiele dieser Art anznfUhraa, indem schon' 
ana diesen klar hervor^ht, daas dia Di fferenziairnnki Ionen nur alsdann mit mathema- 
tischer Schärfe gefunden werden können, wenn in den allgemeinen Oifferenzfnnk- 
tionen Ax gleich Null gesetzt, and mithin die dadurch erhaltenen einfachsten Differenic- 
formen ebenfalls gleich Null geworden sind. Ans dem bisher angenommenen mysti- 
sehen nnd sich selbst widersprechenden Begriffe von onendltch kleinen Grossen lassen 
sich die Differenzialfunktionen solcher Funktionen nicht mit derselben mathematischen 
Gewissheil darstellen. Denn ist dx nicht in aller Sirenge gleich Null, so kann auch 
nicht in aller Sirenge dx*, dx*, dx* a. f. gleich Null sejn, und es wnrda daher 
nnmögUch in Tülliger mathematischer Schärfe 

d . x' = 2xdXf sondern vielmehr d . x* = 3xdx4* ^^' 
d . x»i=3x*dx — — d.x*^3x'dx+3xdx'+dx*o.s.f. n.s.r. 

gefunden werden. 

Nach dieser letzten Vorstellung würde also die Differenzialrechnung eine solche 
Rechnnng seyn, welche Resnllate lieferte > die nicht in aller Strenge ^ sondern nur 
beinahe wahr wären. 

».7. 
Wenn die Exponenten der Potenzen ganze negativa Zahlen sind, so lassen 
sich ihre Oiff'erenztalfnnkliunen mit nöthiger mathemalischer Evidenz ebenfalls auf 
keine andere Art finden, als wenn man in der allgemeinen Differenzfnnktion die Diffe- 
renz der veränderlichen Grösse, oder Ax gleich Null setzt, wodurch auch die Diffe- 
renzialfunktion selbst gleich Jüull wird. Folgende Beispiele werden den achünaten 
Beweis liefern: 

A.i = A.x:-' = (i+Ax)-» — i-'^x-'— x-»Ax+x-»Ax* — tui:— X-» 

= — X— *Ax+x— * Ax* — X— • Ax* + n. f., 
nnd daherf wenn Ax gleich Nnll gesetzt wird, daa Differenzial 

A.4r=A.i-"=(i+Ai)-'— »-"^i-"— Si-'Ai+Sx-* Ax" — «.». — x-' 

= — Sx— • Ax + 3x-'Ax" — 4x-' Ax'+ n.f. 
and daher, irenn Ax gleicL Null angenoiiuiiea winl, da« Differenzial 
d. J,= -Sx-dx = _iii=0, 

X* X* 

A.^ = A.x-' = (x+Ax)-'— x-'=x-'— ai-'Ax + ex-'Ax'— n.l. — X-' 
= — 3x-' Ax + »x— Ax'— n. r. 
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mithin, wenn Ax gleicb Null geMlztwirdj das Differenzial 

X* X* 

UeberLftnpt ist 

aA = A . X— = (i+Ai)— - 1- 



* Ax* ~ Dt S. f. — X~* 



. . . . n.n + l , . , - 

= — nx— '^'Ax+-^^- X— "-"Ax'— a. t 

nnd ilalier, wenn Ax gleich Null ist, das Diffennzial 

, 1 ,, nJx - 

d,— - = — nx— — 'dx^ 3-, =0, 

»•«■ 

Auch von allen denjeni|[eD Fnoklionen, id welchen die Deponenten der Po- 
tessen positive oder negative gebrochen« Zahlen sind, können die Differenziairnnk- 
tionen auf keine andere AVeise mit nöthiger mathematischer Evidenz entwickelt wei^ 
den, als wenn in ihrer allgemeinen Differenzform die Differenz der veränderlichen 
Grosse oder Ax gleich Nnll gesetzt wird, Folgende Beispiele werden hierron ebeofalla 
die besten Beweis« geben : 

A/x^A.x =(x + Ax) —X ~x +ix Ax— ix Ax» +n.f.— x 

■=ix Ax — ix Ax* + »• f^ 
folglich} wenn Ax gleich Null wird, das Differenzial 

d.,'x=Jx-*d,= ^=0. 

Aj^x=A.x =(x+Ax) —X =x +4x/Ax— 4* Ax»+n.£— x 

— T — i 

= ix Ax — ix Ax' + n. f., 

folglich, wenn Ax gleich Null ist, das Differenzial 

ai/x' 

*/ i s i i — j — i i 

A|/x = A,x «=(x+Ax) —X =x +ix ,Ax— Ax Ax»+«.f,— x 

^Ix Ax — Ax Ax" + «. f., 
mad dahtr, wenn Ax gleich Nnll geworden das Differenzial 

4, dx 
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Uebei^npt wird 

' 1. 1. 1. 

Ay'x = A.x- = (x+Ai)- — X » 

«X- + -X -Ax+ j^ X - Ax*+ a.f. — X » 

= -i X ~=" Ax + .-=2 X - Ax» + B.f. 
und folglicli, wena Ax gleich Null ist} das Differenzial 
d.V'x = idxy'x'— =0. 
Femer fiadet man 

A|/x» = A.x =(x+Ax) —X =x +lx Ax — Ax Ax» + iu£, — x* 

= *x Ax — A'x Ax * + n. f., 
und, wenn Ax gleich NoU geworden iit, du DifFerenxial 
4. 3dx 

Ai'x*=A.x =(x + Ax) —X =s X +ix Ax— 4x Ax* -|- ikfl — x 

= 3 X Ax — ix Ax * -f n. H 
folgUchf wenn Ax gleich Nnll gesetzt wird, das Differenzial 

Ai1''t*=A.x =(x+Ai) —X =1 +li Ax+U Ai'— ii.t— I* 

^♦xAx + 4x Ax* — n. f. 
und daber, wenn Ax gleich Null wird^ das Diffennzial 

d.i>/i"=-l— 3 =0. 
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U«b«A«ipt «rgMt «ich 



=x - + !^x"^ Ax + -^j^x"^' Ax«+ii.t - x?" 

= "x ^Ax+ 55^=ix^ Ax' + ii.t 
and dilier, wenn Ax gleich Nnll gnelzt wird, du Dlffcreozial 

d . /x- = -i dx = 0. 

Ksdlicli findet man aocli 
A-Tr7-=A.x ''^(x+Ax) *— X '=x -ix~*Ax+4x~*Ax'-«.t— x~' 

^ — 5x Ax + Ix Ax » — n, f. 
and daher, wenn Ax gleich Nnll wird, daa Differenzial 



= x — — 3S Ax+-2^^x Ax'— !!.£— X 

— — ■ — ^» 



■od fUgliehf wenn Ax gleich Null gesetzt wird« daa DiffiwMiaal 

|/x- nyx-H-' 

*.9. 
Am allen bisher angefahrten Funktionen^ welche Potensen einer eiuigen T*r> 
inderiichen GrÜue und, erhellt klar and deollich, dau ihr* DiffwennaUnnklioBen 

3 
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nur aladann mit nülhif^er matheniatiacher Schärfe geßindeii werden könneD, wenn 
In der allgemeinen Differenzfiinklion die Differenz der Teränder liehen GrÖsee oder 
Ax gleich Mnll geielzl, nnd Tol^Iich die Differeozial Funktion als die eiofacltsle Differ 
renzform angesehen Trird. Nach dieser Ansicht bleibt anch alles nicht nnr in den 
Grenzen des Endlichen , sondern es fallen seibsl dadarch alle Widersprüche weg, wel- 
che die sinnlosen unendlich kleinen Grössen in der hohem Analysis herbeigeliihrt 
haben. Ueberdem werden noch die folgenden Betrachtungen die schönsten and ein- 
lenchlendsten Beweise abgeben, dass die wahren Grnndprincipien der hohem Analysia 
ganz allein darauf beruhen , das« alle DiOerenzialfunkliunen auf keine andere Weiaa 
in nötbiger Strenge entwickelt werden können, als wenn in der allgemeinen Diffe- 
renzrnnklion die Differenz der Teriinderiicbeo Grösse oder Ax der NnU gleich ange- 
nonunen wird. 

Die bisherigen Erörterungen geben zugleich anch alt eine leichte anschaulich* 
Folge die längst bekannte allgemeine Regel» nach welcher die Differenziairnnklionen 
aller möglichen Potenzen einer einzigen veränderlichen Grösse kurz nnd leicht gefun- 
den werden können; 

Man mnltiplicire den Exponenten der Potenz mit der Warzelf 
tnbtrahire von dem Exponenteq die Einheil} und mnltiplicir« tlsdana 
alles mit dem Differenzial der Wurzel. 

Nach dieser Regel findet man kurz and leicht die Differenzialfanktioneii aller 
biaber «afgestellien Beispiele. Su ist : 

d.x'^nx"~'dx; d,x~''=5= — nx' "' ''(* 

d.x"=-^x~^ ^^ = -^ dsi^x— =0. 

d.X *^ X ' dx: 

n/x-+" 

gerade so, wie ea oben an« den wahren Gründen der DifiVrenzialrechnnng ist gefunden 
worden. 

».»0. 

Da alle mügliche rationale Funktionen einer einzigen reränderlichen Grütae 
■ua einer Reihe von Gliedern bestehen, welche nach den Potenzen der reränderlichen 
0rö*ee geordnet sind, so werden sich auch ihre Differenzial funkironen nach den bis^ 
herigen Yorechriften mit derselben malhemaliichen Strenge entwickeln lasten. Fol- 
gende Beispiele werden faierron die nölhigen Beweise geben. 
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A («x +x»)« ■ (x + Ax) + (x + Ax)« — (ax + X») 

ceax+x* + aZa+2x Ax + Ax» — «x — x» =«Ax+ ÄsAx+Ax" 
md dtüwr, wenit Ax gleich Null j^elzt winl, in Diffenazül 
= adx + 2xdz =(a 4-2x) dx = 0. 

A («X* + bx» — X*) = a (x + Ax) » + b (x + Ax)*— (x+Ax)'— (ax* +bx» — x«) 
= ax' +2axAx +aAx' + bx* +3bx* Ax+ 3bxAx*+ bAx» 

— X* — 4x*Ax — 6x*Ax* — 4xAx" — Ax* — ax» — bx» +x* 
s=2axAx+aAx»+3bx*Ax4-3bxAx'+bAx»— fa'Ax— ex'Ax»— ixAx*— Ax*, 

md dab*r, wenn Ax gleich Mnll gntlzt wirdj äta Differenzial 

= 28xdx + 3bx*clx — 4x*dx = (2ax + 3bx* — 4x*) dx = 0. 

A(x" — •x- + cx')=(3=+Ax)" — «(x+Ax)-4-e(x4-Ax)p — (x-— «x-+cx') 
=t x"+ Bx—'Ax + ^^i^J-x—» Ax* + n. t 

— »xr— max— 'Ax — S^j^^ax-— *Ax*— a.f. 

+ ex' +p ex»-' Ax+ ^^ exr-* Ax» +ii.t — (x-— ax- + ex») 



+ pcx»-'Ax+EJ=icx»-'Ax« +«.£ 



nnd daher, wcdb Ax gleich Nnll geworden ist> da* Differenzial 

asnx"— *dx — max"— 'dx+pcx'~'dxÄ(Dx"*— ' — max— '+pcx'— ')dx=OiM.f.oa.f, 

Hau sieht hieraus «ehr wohl, dais knrx die Oifferenziairnoktionea aller müg- 
iichea ganzen rationalen Fuuktionen einer einzigen veränderlichen GröMe gefunden 
werden, wenn man von jedem Theile nach der im vorigen f. 9. angegebenen Regel 
das IMfferenzial ancht, und die gefiindenen einzelnen Differenzial« mit denaelben 2Eei- 
cben xnsammenatellt, welche die Theile dar gegebenen Funktion bcaitzen. 

». H. 
Ganz anf dieaelbe Art werden anch alle mögliche DiJTerenxiairanktionea irratit^ 
aaler Funktionen einer einzigen reräaderlichen Grüsae entwickelt, wobei aber ha- 
•ländig zum Grunde Hegt, daia diet nur mit mathematiacher Scharfe geschehen luuin, 
wenn in der allgemeinen DifferenzfnnktioB die Differenz der veränderlichen Griiaa* 
«der Ax gleich Null geworden iat« Folgende Beiaptele köntfen nm Beweiaa dieaant 

2* 
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A(v'x-;i-) =A(i*-.x— ) = (x+Ax)*-.(x+ A»)— -x*+,x-' 

i -i -t 

=1 +*x Ax — 4i Ax"+«.f. — «x— ■+i«x-'Ax— »•!— •Ax«+».t 

—X +«x— " 

~l -1 

= Ji Ax— Ix Ax'+«.f. + 2«i— »Ai— S«x— 'Axi+n.! 

näthlOj weu Ax gieidi Null g:evord«n üt^ du Di&renxial 

, T. ^ dx , 2ailx . 

sÄ*x dx + Äax— ■dx«— jT — + r- Ä 0, 

«•(r+Ax) +b(x+Ax)*— c(x4.Ax) —V« -fbx*— ex / 

-* -I -t 

»•X — i«x Ax+tax Ax* — «.£ + bx* + 2bxAx-|-bAx* 

-* -^ — I -^ — I 

— €x -fiox Ax — 4x Ax* + n.f. — ax — bx* +cx 

— J — I -* — I 

=— Tax Ax+*ax Ax>--ii.£.4-2bxAx4-bAx* + {cx Ax— Ix Ax*+it.i; 

and daher, wetw Ax gleich NoU gewordeo ist, da* Differmzial 
^. . «i j . . ~*. adx . „. , . acdx 



■«»V^ 3x|/x' 

f.12. 
WcDD die Wurzeln der Potenzen zwei - oder drei • oder ttberlianpt Tielthdli)^ 
■ejm MÜlen, lo lassen sich die DifferenzialfaDklionen solcher Potenzen ebenfalls anJT 
keine andere Art mit mslhematischer Eridenz darstellen, als wenn in der allgemeinen 
Differenzfunktion die DiScrenz der reranderlichen Grösse oder Ax gleich Null geseut 
wird) nnd es fliessl alsdann anch als eine anschBaiiche Folge hierans die bereits be- 
kannte nnd im (. 9. angeführte Regel znr knrzen nnd leichten Differenzimog solcher 
Fnnktionen. Folgende Beispiele geben die genügenden Beweise! 
ACa + x)^ = [(a + x)+Ar]» = (. + x)» +a(a + x)Ax+Ax» — (a + x)« 

= a(a+x) Ax + Ax», 
nnd iblgUchf wenn Ax gleidi Nnll wirdj das DiBerenzial 
= 2(a + x) dx = Q. 
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Datsellw Reuiltat erKalt man kfiner oacli der im ^9. fe«tg«t«llten Regel. 
A(.+i')' = [(«+x>) + CS.Ax+Ax')]' — (.+1*)' 

= (a+i')' +3(.+i>)' (SiAi+Ax') + 3(a+x')(SiAx+Ai')' 

+ (JxAx + Ax=)'-(.+x')' 
=3(a+i')« (SiAx+Ax') +3 (a+x>) (JxAx+Ax')' + {IiAi+Ax')', 
imd daher, wenn Ax gleich Null gesetzt wird, daa DiffeiVDzial 
= 3(a + i')<.Jidt=6(a + i")'icli = 0; 
A(a+r-l-)- = la + x+Ax-(i+Ax)-)-— (a+i— .■)- 

= [(•+■1— l-)+(Ax— ni— 'Al— i^»—' Ax" — n.t)] -— (a+i— i-)- 
= (a+i— x-)-+iii(a + i— !■) — (Al — ni— 'Ai— ?J^x— 'Al'— n-f.) 
+T^(a+x-i')— '(Ax— X— Ai-!^r— Ax'-iufO'-HiX-Ca+i-I-)- 
t:j-- _— .f.) 

—^-^y^-r*—^j t^^— nx— 'Ai— "^"~ X— »Ai* — o.f.)*+tt.f. 

aad daher, wenn Ax gleich Nnll gecelzt wird, Jm Differenzi«! 
^ m (« + x — X")— ' (dx — nx*— ' dx) 
=£in(a-f-x — X")— 'dx — nin(«+x — x")— 'x— '4x^0. 

A./'^^_l_-\=A.»(bx+x«)-»=.[b(x+Ax)+Cx+Ax)']-«-.(bx+x')-» 

= a [(bx+i»)+(bAx+2iAx + Ax*)]-» — a(hx + x»)-» 
= a(bx+x*)-='— 2a(bx+x»)-*(bAx+2xAx+Ax") 

+ aatbx+x')-* (bAx+2iAx+Ax») » — tuf.— a (bx+x')— * 
=— aa(hx+x»)-»(hAx+2xAx+Ax')+3a(bx+x')-'(bAx+2xAx+Ax')*— u.f. 
und folglich, wenn Ax gleich Null geseizl wird, du Differenzial 

» rt. ■ ,\_.^j j« J^ 2abdx 4axdx 2a (b + 2x) dx ^ 

= 2a(bx+l") (bdx+2xdx) =— 7T-— — ^t; — -TT ; rvT= ,. ■ . - iA — ^0. 

^ ^ ^ ^ ^ ' (bx+x')* (bx-f X')* (bx+x ^) • 

welches nach der angefahrten Regel kürzer gefunden wird. 

i. 13. 

Wenn die gegebenen Funktionen Produkte ans zwei oder mehreren eiafachen 
oder naaniinengeMtzten Faktoren lind, welche aelbsl wieder Fnnklionen einer einzigen 
veränderlichen Grösse; so können ihre DiSerenztairnnktionen ebenfalls anf keine andere 
Weise mit nalhemalischer Evidenz gefunden werden, als wenn in den allgemeinen 
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Differenzfunkiionen di« Differenz der rcriüideriicben GrötM gltUsh Null g«wütt wird. 
Beweise geben folgende Beispiele t 

A(a+x)(b+:=) = [a+(x+Ai)][b+(« + Ai)] - (.+i)(b+x) 
= [(•+«) +Ax][(b+i) +Ai)] - (.+i)(b+i) 
= (a + i) (b+i) + (a+x) Ai+(b+i) Ax + Ai' — (a+x)(b+i) 
= (a + x)Ax+ (b+i)Ax + Ai% 

und daher, wenn Ax gleich Mull angenommeii wird, daa OißereiiBal 
= (a-l-x)dx-l. (b-|-x)dx = 0. 

A (ax + bx")(cx + ex") = 

= [a (x+Ax) +b(x+Ax)'][c(x+ Ax)+.(x+Ax)'] -(ai+bx')(cx + .x') 
= [(ax+bx') + (aAx + SbiAi+bAx>)]x 

X [(ci+ ex") +(cAi+3ei'Ax+3exAx' + oAx")] — (ax + bx") (cx+ex') 
= (ax+ bx')(ox+ex») + (ax + bx*)(cAx+3ex* Ax+3exAx*-f «Ax*) 
+ (cx + exiXaAx+SbxAx + bAx') 

+ (aAx + 2bxAx+bAx')(cAx+3ex'Ax+3exAx" + eAx')— (ax+bi')(cx+«x') 
= (ax+bx')(tAx+3ex>Ax+3exAx'+eAx') + (cx+ex")(aAi+2bxAx+bAi') 
+ (aAx+abxAx + bAx')(cAx+3ex'Ax + 3«xAx' + eAx'), 
and daher, weon Ax gleich Nnll gesetzt wird, da« D!ffer«ii2ial 

= (ax-|-bx<)(cdx-|-3«x'dx) + (cx-|-«x>)(adx-t-2bxdx) = 0. 

A (4 1' (ax+x'))=A(x-'(ax+x-)») = 

= (x+Ax)— [a{x + Ax)+(x+Ax)-]»- i— (ax + x>)* 

=[x-'— x->Ai+x-"Ax'— •.f.][(ai+i')+(«Ax+axAi+Ax']— (x-'Cax+x") 

= [x-' — (i-*Ax — x-»Ai' + B. f.)] [(ax+i') 

— * —1 1 

+»(ax+x') (aAx+SxAx+Ax')— t(ax+x') {aAx+23lAx+ Ax')' + 11.U 

-x-(ax + x')* 
= x-'(ai+i') +tx-'(ax+x') («Ax+SxAx+Ax') 

— »x— («x+x') (aAx+JxAx+Ax')'+ii.f.— (x-"Ax— x'Ax'+aXXax+x') 

—i 

— l(«x+x') (x-iAx— x-'Ai' + n.tXaAi+JiAx+Ax') 

—1 4 

+i(ax +x') (x-'Ai--x-'Ax' +ii.t) (aAx+JxAx+Ax')'+». t — X-' (ax+x') 
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■=4x-'(«i+x') (•Ai+SiAi+ Ai') — t X-' («i+x") (■Ai+SiAx+Ax')'+ii.f. 

—(«+1") (i-'Ax— j-'Ai'+n.f.) 

— t(«i+x')~'(x-'Ai— i-'Ai'+o.f.) («Ai+SiAi+Ai') + «.£ 
mitbin, wenn Ax gleich Nnll genommeii wird, das Differeozial 

= ll-' («x+i') (adx + ixdx) — (ax-|-x') X— =di 

aJx + äiJx dx/(ax + x') . 

= 2x,'(ax + x") X- — "' 

nnd wenn alle« anter einerlei Nenner gebracBt wird 

axdx + 2x'dx— 2axdx— 2x' dx — adx - . / „ - r 

2xV(.x + x-) = 2x/(ax + x-) =''°-'-'^-'-'^- 

Hleraas ergiebt sich zagleich alt eine richtige Folge die bekannte Regel» nach 
welcher die Dißerenzialfunklion eines Prodnkles, welches am zwei oder mehreren 
Faktoren zusammengesetzt ist, knrz and leicht gefunden wird: 

Man nehme von jedem Faktor das Differenzial, mnltiplicire das- 
selbe mit den übrigen Faktoren nnd setze aladann die daher entstande- 
nen Prodakle durch die Addition znsammen. 

Nach dieser Regel findet man also kurz nnd leicht 
d.(ax+bx')(cx+ex') = (ax+bx')(cdx+3exMx) + (cx + ex»)(adx+2bxdx) = 0. 
j^erade so» wie es nach den Grandprincipien der Differenzialrechnung ist entwickelt 
worden* 

». 1*. 

Wärvn die ^gebenen Fnnktionen solche Prodnkte, deren Faktoren Potenzen 
•iner ainzigen reränderlichen Grösse sind, so lassen sich auch ihre Differenzialfunktionen 
unter keiner andern Bedingung mit gehöriger mathematischer Schürfe bestimmen, als 
wenn in der allgemeinen DiSerenzform die Diiferenz der reründerlichen Grösse oder 
Ax gleich Nnll geworden ist. Beweise hiervon geben folgende Beispiele: 
A(a+x)'(bx+x<)' = [a+(i+Ax)]'[b(x+Ax)+(x+Ax)>]'-(a+i)>(l>x+x')' 
= t(a+x) + Ax]' [(bx+i')+(bAx+2xAx+Ax')]' - (a + x)> (bx + x')' 
= [(a+x)' + 2(a+x)Ax+Ax')]r{bx+x')'+3(bi+i')'(bAi+2xAx+Ax') 

+ 3 (bx+x') (bAi+2xAi+ Ax')' + (bAx+2iAx+ Ax')'] — ("i+x)' (bx+x')' 
= (a + x)'(bx+x>)" + 3(a+x)'(bx + x=)' (bAx+2xAi + Ax') 
+ 3(a+x)= (bx+i') (bAx+axAx+Ax')' + (a + x)> (bAx + 2xAx + Ax=)' 
+ 2(a + x)Ax(bx+i>)'+6(a+i)Ax(bi+x')" (bAx+2iAx+Ai') 
+ 8(a+x)Ax(bx+x')(bAx+2xAx+Ax')'+2(a+x)Ax(bAx+2xAi+Ax')' 
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+ (bi+i')' Ai' +S{ki+i')' Ai- (bAi+2iAi + Ai') 
+ 3(bi+i')Ai'(''Ai+2iAi+Ai')'+Ai' (bAi+2iAi+Ai')'— (•+!)' (bi+i')* 
= 3(a+x)'(ki+i')'(bAi+2iAx+Ai')+3(a+i)'(bx+i')(bAl+2iAi+Ax')» 
+ (i+i)' (bAi+2iAi+Ai*)' +2 (•+!) Ai(bi+iT 
+ e (a+i) Ax(bi+x')' (bAi+2iAi+Ai') +«(a + 1) Ai(h»f i") (bAi+2iAi+Ai')" 
+ 2(a+i):Ai(bAi+2iAi+Ai')'+(bi+i')"Ai> 

+3(bi+i')'Ai'(bAi+2iAi+Ax«)+3(bi+i')Ai'(kAi+2iAi+Ai")' 
+ Ai' 0>Ai+2iAx + Ai')' 
«ad folglicli, wann Ax (gleich Null ((«setzt wird» das Diffei^enzial 

= 3 (a + i)> (bi + i«)'(bäi + 2iilx) +2 (a + i) (bi + i-)' Ji = 0. 
A{ai-i')' (b + i)' = [a(i + Ai)-(i+Ax)']' [b+ (i+Al))-- (ax— !■)• (b+x)' 
= [(ax-x-) +(aAx — 2xAx-Ai')]'[(b + x) + Ax)]'-(ai-x')'(b+x)* 
= [(ax— x<)> + 2(ax — x')(aAx — 2xAx— Ax') + (aAx— JxAx— Ax')') X 

x[(b+i)'+4(b+x)'Ax+6(b+x)'Ai'+4(b+x)Ax'+Ax')]-(ai— x')'(b+x)« 
= (ai— x')'(b+x)*+4(ax— x«)'(b+x)'Ax+«(ax— X')' (b+x)' Ax> 

+4(ax— x')'(b+x)Al' + (ax — l')<Ax<+2(ax— x<)(b+x)'(aAx— 2xAx— Ax') 
+«(ai— x')(H-x)'Ax(aAl-2xAx— Ax'>fl2(ax— x')(M-x)'Ai'(aAx— 2xAi-,Ax^ 
+8(ax— I') (b+i) Ax"(aAx— 2xAx— Ax«)+ 2(ax— X') (aAx— 2xAx— Ax')Ax* 
+ (b+i)'(aAx— 2iAx— Ax')' +4(b+i)' Ax(aAx— 2xAl— Ax')> 
+6 (b+x)' Ax' (aAx— 2xAi- Ai')' + 4(b+i)Ai' (aAi— 2xAx— Ax')" 
+ Ax'(aAx— 2xAx — Ax«)'- (ax— x<)'(b + x)• 
=4(ax-I')•(b+x)■ Ax+6(ax-x')'(b+x)' Ax'+*(ax— I')' (b+x)Ai' 
+ (ax— x')<Ai'+2(ax — x')(b + x)'(aAx — 2iAi— Ai') 
+8(ax— i')(b+i)"Ax(aAx— 2iAiH-Ai'>+-12(ai— i^(b+i)'Ai'(aAi— 2xAx— Ax") 
+8(ai— x')(b+i)Ai'(aAx— 2xAl— Al')+2(ax— i')Ai'(aAx— 2iAl— Ai') 
+ (b+i)' (aAx— 2xAx— Ax')' +4(b+x)»Ax(«Ai— 2xAi— Ax')' 
+ 6(b + x)'Ax' (aAi— 2iAi— Ax')' +4 (b+x) Ax'(aAx— 2iAx— Ax')' 
+ Ax' (aAx- 2xAx— Ax')' 
nnd daber^ wenn Ax j^Ieich Mull aagenciinnaen wird, daa Differenzial 

= 4(ax-i')" (b + x)'Jx+2(ax — i')(b + i)'(adi-2idx) = 
n. a. f. n. s. f. 

Aus diesen Entwickelnngen siebt man dentlicb, dau die Differenzialfnnktionen 
aolcher Produkte , deren Faktoren Potenzen Ton zwei- oder mebrlheiligen WnTzeln 
aind , knrz und leicht aus den in f. 9. und §. 13. angegebenen Regeln gefunden wei^ 
den ktinnen. Hiernach findet nsan nämlich t 
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d(.i— i=)'0>+»)*=4(»i— x')'0>+i)'ili+S(«i— i')(h+i)'(.ax— Jiili)=(», 
([ende vi» TOrltin au den Grtiiidpnnci|iien ist «ntwickeh worden. 

«. «. 

Wa» die gebrochenen rationalen nnd irrationalen Fanklionen einer einzig«D 
veränderlichen Gruase betrifllt, so ist schon bei mehreren dergleichen gezeigt wordeoi 
wie ihre DiSerenzialfnnktioneii bestimmt werden. Man hat aber noch eine andere 
allgemeine Methode, die Difierenzialfaiikiionen aller möglichen gebrochenen Fanktio- 
neo zD fioden, welche sich auf dieselben Principien gründet, die bei den bisherigen 
Entwickelongen der Differenzialfimklionen sind znm Grunde gelegt worden. Es aoUen 
znerat solche Beispiele gewählt werden, wo der Zahler eine beständige Gröwe ist* 

. i^^_i 1 ^ X— T— Ax * 

X x+Ax X x' + xAx ' 
und daher, wenn Ax gleich Noll ist, das DlfTerenzial 



wie berwU oben anf einem andern Weg» ist gefunden worden (f. 7.). 

A ±-_J__i=__J— -i. 

I' (i+A«)" I" i'+2iZii+Ai' I« 

X* — x'— 2xAx— Ax* — 2xAx — Ax» 



x*+ax*Ax+x*Ax' x*-f 2x*Ax+x»Ax»* 

mithiD, weon Ax gleich Nnlt genommen wiid, du Diffeienzial 
1 — Sxdx Jdx 




1^ __t 

•x-=(x+Ax)- x- ,.+„_. Ax+-.^ x.-.Ax*+..t " 



X-- 


-X"- 


-nx- 


,.Ax— !45^x-- 


'Ax' — 


■uC 


X 


nx"- 


x'*- 


Ax4-i^x«- 


•Ai> + 
-n.t 


lut 






1.2 





x* ■ +Bx*'^Ax+ ^^x' — "Ax»+ n. f. 

■nd folglich, wenn Ax gleich Nnll genommea wird, da« Differanzial 

1 ^nx" — 'dx ndx 

~ j,— --— — ^^ .3S — —^ ' j=0, wie ebenfalls oben {%. 7.). 
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A. ,, ==A.— r= i 



x*+}i~'Ai-ix~'Ai' 


'+n.f. 


* 

X 


ax—BX— Tax Ax+ia 


x-»A..- 


.«.f. 


i*+»»*Ax-ix"^A 


x'+,,.f. 




-)ax~*Ax+;.x~^Ax'- 


-«.f. 





X +|x Ax — ix 'Ax* + n.f, 
and folglich I wenn Ax gleich Null geworden ial, das Differenzial 

— jax dx — 3adx 

~~ X* ~ 3xf^x» ~~ ' 

wie ebenfalU oben (§. 7.) ist gefunden worden. 

Es ergiebl sich also hieraas bei solchen rationalen nnd irrationalen gebrochenen 
Funktionen, deren Zähler eine beslandige Grösse ist, zur Erfiodnog ihrer Differeozial- 
fanktionen als richtige Folge folgende leichte und langst bekannte Aegel: 

Man mnltiplicire den Zähler mit dem Differenzial des Nenners, 
diridire dieses Produkt dnrch das Quadrat des Nenners^ nnd nehm« den 
daher entstandenen Quotienten negalir. 

Nach dieser Regel findet man also kurz: 
, a , a — max *" dx _ — nadx — nadx 



V'x" Xm X ■- mx •" m/x 

♦. 16. 

Wenn in gebrochenen rationalen und irrationalen Fonklionen so wol die Zahler 
als auch die Nenner eine veränderliche Grösse enthalten, so lassen sich ihre Diflereu- 
zialfunkliooen gleichfalls nur anschanlich finden, wenn in der allgemeinen Differenz- 
fanktion die Differenz der Teränderlichen Grösse (Ax) der Null gleich gesetzt wird. 
Beweise geben folgende Beispiele: 

* X x+A» X x+Ax X 

* a'+x» ~" a'+(x+Ax)* a'+x' ~ a'+x'+2xAx+Ax* a*+x» 
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a'x+x'+a*Ax+x*Ax — i'x — »' — gx'A» — ^Ax* 

a*+a*it*+aB»xAx+a*Ax»+a'x» + ]t*+2x*Ax+x*Ax^ 

a*Ax — x*Ax — xAx' 

a'+2a»x»+x* + 2a'xZix+a'Ax'+ax'Ax+x»Ax» 
mithin, wenn Ax gleich Nnll gesetzt wir«l, daa DiSereaztal 

a*JK — x'dx (a* — x*)Jx - 

~a' + 2a'x' + x* ~ (a' + x')" ~ * 

lV±x2^A (a' + x-)* ^ [a-+(x + Ax)']* (a'+x-/ 
* a* — X* * a' — X» a* — (x+Ax)' a* — x' 

_ [(a' + x'j + PxAx + Ax-)]' (a' + x')* 
a' — X* — 2xAx — Ax' a' — X* 

* -4 i 

_ (a'+x') +)(a' + x') (2iAx+Ax')— «.f. (a'+x») 

a' — X' — (2xAx+Ax') a» — x* 

(a-+x')*(a'-x')+t(a-+x-)~'(a'-x-)(2xAx+Ai')-i..f. 
— (a'— X')'— {a--x>)(2xAi+Ax') 

(a'+x')*(a'-x-)-(a-+x-)*(2xAx+Ax-) 
(a-— x=)' — (a'— x<)(2xAx + Ax>) 

{(a' + x')~'(a'— x')(axAx+Ax') — a.f. + (a'+x')*(2xAx+Ax') 
~ (a"— x')'— (a'— x')(axAx + Ax') 

folglich, mim Ax gleich Null geeetzt wirtl, tu Differaizial 

t(a'+x') (a'— x')2xJx+2(a'+x')xJ x 

- (a>-x')> 

_ 2(a--x-)xdx ^ 2xixV^(.- + x') ^ 
3(a'-x')*l''(«'+i*)' («"-x')' 

luid, biingt man alle« auf einerlei Nenner, 

_ 2(a'— x')xJx+6xJx(a'+x') 

3(a'-x-)'K'(a'+'x)' 
^ aa*xJx— 2x*dx+6a*x<lx+6x'dx _ (8a*-f-4x*)xJx 
°° 3(a'-x')'^(a'+x')' "°3(a'-x')'K'(a'+x')'°' 

■. •• C ■. a. f. 

3* 
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Aot Jieaen nach wahren Grnndprincipien der DißerenualreeliniiDg* erfolgten 
Ealwickelangen ergiebt sich ala ¥o\ge die lüngit bekannte allgemeine Regel, nach wel- 
cher die Difierenziairnnktionen aller möglichen rationalen nnd irrationalen gebrochenen 
Funktionen kurz nnd leicht gefanden werden: 

Man DiTiltiplicir« nicht allei n das Differenzial des Zählers mit 
dem Nenner, sondern anch das Differenzial dea Nenners mit dem Zäh- 
ler, anbtrahire alsdann rom erstera Prodnkte das zweite, nnd dividire 
die daher entstandene Differenz durch das Quadrat des Nenners. 

Nach dieser Regel würde man also kurz Ondeo: 
, X (a'+x')dx — 2x' dx (a* — x')dx 

gerade so, wie oben aas den Gmndprincipien ist entwickelt worden. 

».17. 

SoUlen in gebrochenen Fnnktionen die Zahler nnd Nenner anch Prodnkte ans 
einfacben oder zusammengesetzten Faktoren seyn^ oder ans Potenzen von ein- oder 
Tieltheiligen Wurzeln bestehen, so wird es nunmehr keine Schwierigkeit mehr haben, 
die Differenzialfunktionen mittelst der bisher angegebenen Regeln zn 6nden, nnd nach 
ihren Gmndprincipien zn benrtheilen. 

Es mögen daher nur ein Paar Beispiele genügen. 

. (a+i)(b+x') _ [d;t(b + i')+aTtdx(.+i)]i'-2»di(a+»)(b+T') 
d -, ji 

di(b+%')+axdi(a+i) adi(a+i)(b+l') _g 

x" X* 

, (ax + i')'(b>t-x)' _ ä(ax+x')(bx-xV(a'— x')-(ad.+axdx) 

'• (a'-x-). ön"-x-)' + 

8(ax+x')'(bi — x)'(a'— x')'(bai— dz)+a(a'— x')(ax+x')'(bx— i)'»xd« 

H (a>— !•)• 

a(ax+x')(bx— x)'(a+»x)dz+3(.x + i')(bx— x)' (b— l)dx 

= (a'— X")' "*■ 

. 4{ax+x»)Mbx — xVxdx n r * 

+ — ^ — , ', ^ ,v. — ' ^0 n. 8.1. ii.a.1. 

».18. 

Wenn man alle mögliche algebraische Fnnktionen , deren Differenzialfnnktio- 
nen entwickelt werden sollen , einer reränderlichen Grösse gleich setzt) mithin eine 
Gleichtuig zvrischen einer algebraischen Funktion nnd der reränderlichen Grötsa an* 
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nimmt; so wirtl ancli die DiSerenzialfaitklion dem DifTerenziaTe der rerändcrlichen 
Grüue gleich seyn. Es >ey z.B. y = a-{-bx — x", lo findet man dy ^ (b — 2x)dx=0j 

und folglich -^-ssh — 2x^ -=, Ob ich es gleich kanm nölhig finde zn erinnern^ 

das» dieser Audrock: -ä-aIs Qnotient alle nar müj^ich zu gedenkende Werlhe in sich 

fassl, so Terdient er doch einer geoanem Betrachtung, weil gerade in demselben das 
GeheimnisB liegt« ans welchem die anfgeslellten Gmndprincipiea der Differenzialrech- 
nang aammt ihrer so scliünen Anwendung auf Arithmetik, höhere Geometrie, Mecha- 
nik, Hydraulik, Maschinenlehre n. s. w, die votlkommenste Bealäiigong erhallen, ohne 
diesen wichtigen Zweig der Mathematik in die Categorie einer künstlichen Nnllenrech- 
nnng versetzen zn dürfen. Es lehrt schon die gewöhnliche Arithmetik , das* Null 
durch Null dividirt eine jede gedenkbare Zahl, ja selbst Null, znm Quotienten geben 
kann, weil der Quotient jedesmal eine Zahl seyn mnss, welche mit dem Divisor mnl- 
tiplicirt znm Produkt den Dividend giebt, welches hier bei allen möglichen Zahlen 

alatt findet. Es kann daher-Tr- = -|^ sowohl einer beständigen Gnisse^ als auch irgend 
einer Funktion einer veränderlichen Grosse, ja selbst der Null, gleich seyn. Der be- 
stimmte IVerth fiir 77 = ^ wird aber jederzeit erst gefunden, wenn die gegebene oder 
gefundene Fnnktion der veränderlichen Grösse gleich gesetzt, hierauf differenziret, und 
ans dieser DiOerenzialfunktion-r^s^-rr- entwickelt wird. Dies lasst sich nun auf keine 

andere Art anschaulich bewerkstelligen, als wenn man in der allgemeinen Difi'erenz- 
fnnktioo die Differenz der veränderlichen Grösse, oder Az der Null gleich setzt, und 
mithin dy selbst der Null gleich wird. Fände man also umgekehrt aus gewissen be- 
kannten Gründen z. B, aus arithmetischen, am geometrischen, mechanischen, hydran- 

liscben n. s. f. den Ausdruck -j^ = tt-, so darf derselbe anch nur als eine allgemeine 

Form angesehen werden, die jeden möglichen 'Werth zn erhallen fähig ist, und es kann 
folglich nur darauf ankommen, welche Funktion derselben zum Grunde liegt. Es 
•ey z. B, 

ax . . , a(b — x*)dx+2ax*dx 
T= i- ;• »0 nai man dy = — ^ ^ ^^ 

abdx — ax'dx4-3*x*dx fb+x*)adx , ,, 
^ Tu rä = ti — ,^1 ■ tut» «her 

(b— x')* (b— X»)' 

dy a(b + x') 
dx"^0 =* (h— X»)» ' 
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Es ley ferner j= (a-4-x)*(bx-|-x*)% lo fioilet man 
dy=r2(a + x)(bx+x')»di+S(«+x)*(bx+x»)'(l>+2x)dx=0, ab» 

g =:=^ =, 2(« + x)(bx+x*)' + 8(«+x)*(bx+x»)Hb+2x) lui, t «,■.£ 

Hieraus erhellt denllidt^ inu die beslimmten Werthe ron ^ = -g aus den 

DifferenzialfnoklioDen nicht anders in reiner Anschaaang (gefunden werden können, 
als wenn in der allgemeineo Differenzfiuiktioii so wol Ax als auch Aj gleich Moll 
geworden sind» 

In Ansehnng der Bezeiclianng -j^ irt za b«mwkea| dau dieselbe Tor der glei« 
eben -TT einen onTerkennbaren Torzng hat, indem man aas der erstem sogleich er* 

sieht, das« eine Gleichung zwischen einer Funktion Ton x nnd der rerÜnderlichen 
Grüsse j statt findet, Termitielst welcher durch Differenzirnng der bestimmte 'Werih 

Tun j^ = TT erhallen wird. Ceberdiea gewinnt man dadurch auch den Tortheil, das« 

man mit iy nnd dx wie mit andern Grossen die gewvhnlichen algebraischen Opera- 
tionen vorzunehmen im Stande ist, ohne dadurch eine Verwirrong za belurchteDf 
welche gewiss entstehen würde, wenn man statt dy ttnd dx Nullen eetzen wollte. 

«. M. 

Es läset sich also im Allgemeinen -j^ =A annehmen, wo A so wol eine be- 
ständige Grüsse, als auch eine jede gedenkbare algebraische Funktion ron x seyn 
kann, nnd es hat die Differenzialfuukiion die allgemeine Gestalt dj = Adx;=0. Man 
mag sich eine algebraische Funktion gedenken, welche man will, so kann ihre Di0e- 
renzialfunktion allemal auf die allgemeine Form dy = Adxa» gebracht werden, imd 

man findet daraus jederzeit -jJ- ^ A = tt-, d. h. der Werth Ton j = -jf wird jedesmal 

ans der Differenzialfunktion der gegebenen oder gefundenen algebraiachen Funktion 
bestimmt. 

Alle diejenigen Differenztairnnklionen , welche ans den gegebenen algebraischen 
Funktionen sind entwickelt worden, nennt man die ersten. Hai man biemüchst 
aus selbigen die Werthe i&r ^^ -g- gefunden, so sieht man auch sehr leicht, dass 

die allgemeinen Aasdrücke ^^ '^ ni* a l ^" nTi '"'^ Überhaupt -^ ^ jt^ immtr 

andere nnd andere Werthe erhalten mfisseu, und dass kcinesweges -^=:^:=^ n. C 
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gesetzt werden könne. Hat man nämlich ^^-^ = A gefunden, so wird jj^ifö 

. . 0= dy' 0* ., , ... . dy" , 0" . , . 

= A . A = Tjjj -j^ ^^ n) == A • , tind nberhanpt ^^ =A' = ^ werden d. h. wenn 

Nnll dnrch Noll dmdirt den Quotienten A giebt, so moss noihweadig 0* durch 0* 

den Quotienten A' n. a, f. geben, üeberbanpl sind aber die Ausdrücke -j^> j*' ** 

dy" 

■r^ ganz allgemeine Formen, welche alle mögliche Werthe aoDehmea können, und 

ihre bestimmten Wenhe ans d# DifFercntialfunktiaD der gegebenen oder gefundenen 
algebraischen Fanktion erhalten. Ist z. B. 




Jy 0* a'b' .. _ _ 

3» = TQ = 7i— ; — TS = A* n. s. £ n. 8. f. 
dx* 0* (b+x)' 

Anmerknag. Ich glaube streng und fclar erwiesen zn haben, dtss man bei dem bisberipn 
Geschäß des Differenzirens zur Begründnng desselben ^r keiner anendlichen Grössen bedarr. 
Da aber fast in allen Versnchen aber die Feilselcnng der 'wahren Gründe der Dlfferenzial- 
rechnnng die unendlich kleinen Grossen bis auf iinsre Zeiten die wichtigste Bolle gespielt 
haben, so finde ich für nölfaig^, hien'ihcr noch einige Bemerkungen zu machen. Euler {in- 
UUut. ealcuK differeniialis tic, Cap. HI, de titfinilis atque infinite parvtt) halle ganz rich- 
tig die Differenziairnnklion als die einfachste Differenz Funktion betrachtet, in welcher dio 
Differenz der reränderlichen Grösse oder Ax. gleich Nnll geworden ist, und setzte dnher 
anch dx=0. Allein er nahm dz=0 als eine nnendlich kleine Grösse an, und Terdnnkelte 
dadurch die wahren Grnndprincipien der Differenzialrechnung, welche uuler seiner Meister- 
hand gewiss das hellste Licht erhalten heben -würde, weun er die missliche Idee vom Un- 
eudlichkleineu aurgegeben halte. Diese rerleilete ihn aber zn mehreren sinnloüen Beharip- 
tungen. So sollten dx', dx% dx* ... dx" ebenfalls ^ sejn, nnd benannte dx' nnendlich 
unendlichmsl kleiner als dx, dx' nnendlich unendlich nnendlichmal kleiner als dx, und 
glanbla dadnrch kleinere Grade Ton unendlich kleiuen Grössen bewiesen zn haben. Viele 
andere rerstanden dagegen unter unendlich kleinen Grössen solche, welche kleiner sind, 
als jede noch so kleiue angebliche Grösse, und «elzlen daher dx nicht streng der Null gleich. 
Nach dieser Tora nssel zun g kommt insn aber ebenfalls auf grosse Schwierigkcileu. Wen» z.B. 
j-sa + bx wäre, so findet man dy = bdx, nnd es milssle folglich die beslöndige Zahl b 
mit der nnendlich kleinen Grösse dx mnitiplicirt ein Produkt geben, welches einer unend- 
lich kleinen Grösse dj gleich sejn müsstei offenbar etwas Ungereimtes. 
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i. 30. 

Ansaer den ersten Diflerenziaironklionen finden such noch zwdte, dritM and 
äberhanpl habere Differenzialfunktionen atall, welche ans den ersten^ zweilen^ drit* 
ten n. f. DifferenzialAinklionen nach denselben Regeln, w^te die ersten, gesacht wer- 
den. Blan bezeichnet die zweiten^ dritten und hohem Differenz- ondDifferenzialfank» 
lionen mit A'x, d*x, A*x, d'x,...A''x^ d'x. Bekanntermaassen lassen sieb die Dif* 
ferenzeo aller mü^lichea algebraischen Funktionen auf die allgemeine Form bringen: 
Ay = AAx+BAs'+CAx* + DAx* + EAx' + a.f. 

wo A, Bf Cf Df B n. f. lanter Funktionen von x sind. OiTidirt man dieae allge* 
meine Form anf beiden Seiten durch Ax, ao ergiebt ^ht 

^ = A + BAx+CAx»+DAx'+EAx* +n. f. 

nnd folglich f wenn Ax gleich Mull gesetzt wird, das erste Differenzial 

K— * — IT 
Die allgemeine Form der zweiten Differenz ist ; 

nnd man findet, wenn mit Ax' auf beiden Seilen dividirt wird: 

^ = F + 6Ax + HAx*+IAx*+n. f. 
Ax' ^ 

■ttd daher, wenn Ax gleich Null gesetzt wird> das zweite Differenzial 

dx> " 0' • 

Man sieht nan leichtj das* die allgemeine Gestalt dea ««ritten Differenzials 
z-Z = Q = jTTf nnd liberbaupt die des nten Differenzial« 

dV 

». Jl. 

Hieraus ergiebt sich ohne Schwierigkeit, dass die zweite Differenziairuoktioa 
gefunden wird, wenn man die erste Differenzialfnnktion von neuem differenzirt, die 
dritte, wenn man die zweite differenzirl n. •. w. Denn wenn dy = Adx:=0 wieder 
difierenziret wird, so findet man dA = Fdx = 0, mithin d'j^Fdx*= *0; difi*«« 
rcnzirt man abermals, so erbalt man dF ^ Q dx = Oj und daher d 'y = Qdx' = *0« 
Anf diese Weise kann man mit dem Differenziren fortfahren, wodurch alle höher« 
Differenzialfunktionen eben so, wie die ersten, gefunden werden, weil A, F, Q n.fl 
lanter Fanktionen Ton x sind. Fände man beim Fortfahren des Diffbrenzirens , daat 
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TOD A, F, Q n. f. einer eine beständige Grösae wärde^ ao giebt dies za erkenneiif 
dau kein höheres Differenzial mehr statt findet. Folgende Beispiele mögen zur Er* 
läatemng dienen. 

Es sey y= x'j ao findet man 
das erste Differenzial J- = 3x* = -^ 

. , d'y . >0 

du zweite -j-^ = Ox = ht- 

das dritte -s-^- = 6 = sr 

dx' Ir 

das vierte Differenzial ist also nicht mehr möglich. 

Ferner sey y ^ x% so ergiebl sich 

du «wie Differenzial i^ ^ 5x*^ =- 
dx U 

das zweite ^ = ÄOx» = sj 

das dritte 



0» 



= ,... = ^ 



du Tierte • 

du Oiifi« ^ = 120 = ^ 

Ferner aey y ^ — , 80 hat maa 



du ante Differenzial ^ ^ — i» ^^ "Ö 

du zweite j-^ = + TT = q" 

dudi.Ue -|-J = _--f = jj....f. 

Endlicb eey y = -^ j, a« wird 

du .nie DiÄerenzial j^ = (.._,.). (.._x=). = ö 

J'y aai(a' — i')+«z(a'+ai') _ aai (3a'— i') '0 
du iw.... j^ = (,.-x')' (.= -x')' =P 

la. a. f* n. a. f. 

4 
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Es Ml hieraoi kUr, iau die QnolieDten j-^, t^, j-^ ... t-^ alle mögliche 

'Wenhe« selbst dea Werih Nall^ erhalten konnea, und ihr bestimmter Werth nur toh 
derjenigen Funktion afahängl} ans deren zweiter^ ilriller, vierter nntl überhaupt nier 
Differenziairanktion derselbe entwickelt wird. Sind daher aus bekannten Gründen 
diese Quotienten gefunden worden, so können sie auch nur als allgemeine FormaD 
gellen, die olle mögliche Werihe anznnehmen iahig sind; alsdann aber erst ihre be- 
stimmten Werthe bekommen, wenn zwischen der Fnnktioo Ton x tind der veränder- 
lichen Grüsse j die zweite, dritte, Tierte, und überbaopt nie .Differenzialfnnktion ist 
gesucht worden. 

f 22. 

Aus den bisherigen ErürternngeD erhellt deutlich und zur Gentige, dass bei der 
Enlwickelnng der ersten und höhern Diflerenziairnnktionen aller möglichen algebraischen 
Funktionen einer einzigen veränderlichen Grösse gar keine nneodlich kleinen Grössen nö- 
thig sind. Vielmehr lassen sich dieselben, ohne der mystischen Begriffe vom Unendlichen 
zu bedtirfen^ in der reinsteu Anschauung, mithin mit apodiktischer Gewissheit, darstellen» 
wenu Torausgeselzt wird, dass eine jede Differenzialfunktion bloss die aller einfachste Dif- 
ferenzform der allgemeinen Differenzfunktion ist, in welcher dieDifferenz der veränderli- 
chen Grösse oder Ax gleich Null geworden ist. Was übrigens die Bezeichnangen -r-^, 

T^t S*"'*drn ''^'"®» welche statt der an sich gleichen Quotienten nTJSr^sr*** 
-0 

^' . . . 

1. zeigen sie unmittelbar an, welche veränderliche Grösse in den gegebenen 

oder gefundenen Funktionen zum Grunde liegt, ans welchen die Differeoziairanklionen 
entstanden sind. 

2. verstatten sie die völlige Freiheit, mit den Ausdrücken d*j, d*y, i'y n.f. 
dx% dx*, dx" n. f. unbeschadet der Wahrheit dieselben algebraischen Operaiionen vor* 
zunehmen, welche bei alles andern Grössen statt finden. 

3. dienen sie auch vorzüglich mit Hülfe ihrer Werihe die Funktionen selbst, 
ans welchen die Differenzialfnnktionen sind entwickelt worden^ d. h. ihre integrale, 
wieder zu finden. 

f 23. 
Eine vorzüglich schone Anwendung der DIfferenzialrechnnng findet in einer 
leichten, kurzen und einfachen Bestimmung der Tangenten, Snbtangeuten , Normalen 
■od Snbnormalen aller krummen Linien statt , von welchen eine allgemeine Gleichung 
xwischen einer Funktion von x und einer veränderlichen Grösse j, nämlich der Ah- 
sctssen und der dazu gehörigen Applikaten, gefunden werden kann. Es sey nämlich 
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fiir irgend «mcD Paukt (Fig. 1.) C «lur »olchso kmunm Linie FCA die Linie CO 
die Taii)l«iite f CB = y die «of der AbecisseDliBie BH unkrecltte Applikate , und die 
dazu gehörige Abaciue AB=x, lo iat DB für den Pankt C der knunmen Linie die 
Subtangente. Ei nehme nnn die Abscisse AB am da« nnbeatiaimte Stück BH == Ax 
zu, 80 wird such die Applikate CB um ein oabestinunles Stück znnehmeu. Man er- 
richte nämlich nnr ans H die aenkrechte Linie HF bia znr kmmmen Linie^ und ziehe 
durch den Punkt C die Linie CG mit EH parallel, so wird der Zuwachs der Appli- 
kate Tür denZawacht der AbsdtM derTbeil GP^HF— CBsAy uyn. hochziehe 
man durch die beiden Pnnkle F and C die gerade Linie FE bia sie die Abtcissenliaie 
HE in den Punkte E schneidet^ ao wird man dadurch die beiden einander Ühnlichen 
Dreiecke CEB and GCF erhallen. Hierana ergiebt sich dann 

FG: CB==GC:BE, oder 

Aj j y = Ax:BE, mithin BE = y.^ 

Je kleiner der Werlh von Ax angenommen wird, desto kleiner wird auch Ay, und 
dealo mehr ruckt der Darchschnittspunkt E der geraden Linie FE mit der Abscissen- 
linie dem Punkte D naher. Wird Ax völlig Nnll, so wird auch Ay gleich Null, und 
erst in diesem Falle fallt der Darchachniltspuukt E der geraden Linie EF genau mit D, 
nnd daher aucli EF mit CD zusammen, folglich erfaÜit man 

BE = BD = der Suhlangente = y -j^ ==: y . -^. 

Dieser allgemeine Anadmck, welcher aus geometriachen Granden ist bergelei« 
tet worden, giebl deutlich za erkennen, dass weder die Tangente noch die Subtan- 
gente für den Punkt C der krummen Linie möglich ist, wofern nicht so wul Ax als 

aock Ay gleich Null geworden ist. Da aber 3~ = -jt oUe mögliche gedenkbare Wer- 
tk« annekmen kann, so stellt auch der Ausdruck y • ?— bloss die allgemeine Form dar, 
nach welcher der bestimmte Werth von t— für jede besondere krumme Linie an« dem 

Dißerenziale ihrer Gleichang entwickelt werden musa ; woraus dann klar hervorgehe ' 
dass er auf keine andere Art anschaulich gefunden werden kann, als wenn in der 
allgemeinen DifierenzAuktion die Differenz der veründerlicheo Grössen (Ax nnd Ay) 
gleich Null geworden ist. 

».Ü4. 
In dorn rechtwinklicbten Df*ieck« CDB ist rcmiöj;. des PydMgoriiiscbeD 
Tktorems CD" = CB- + BD-, oder CD- =.y'.^+ J' ^ J' (l + ^)milWn 



CD = Tsogente = yy/^l + ^) 



4* 
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Man findet also aticli hier die allgemeine Form > welche zar BerechnuDg der Tangenta 
für einen Pankt alJer möglichen regolairea krummen' Linien dient. Dm nnn den für 

jede besondere Art der kmmmen Linien zugehörigen AVerth von j-j = j^ zn finden, 

mnu ans der allgemeinen Gleichnng der krummen Linie das Differential gesncLt, nnd 

ans selbigem -tt entwickelt werden, welches nnler keiner andern Bedingung in der 

reinen Anscbannng müglich ist, alt wenn in der aUgemeinen Diflierenzrnnklion so wol 
Ak, als auch Ay gleich Null geworden ist. 

Man ziehe weiter von dem Punkte C die Linie CI auf die Tangente CD senk- 
recht bis sie die Absci«senlinie EH in dem Punkte 1 tri&l, so wird CI für den Punkt 
C die Normale, nnd IB die Snbnormale< Nnn hat man in dem recbtwinklichlen Drei- 
ecke DCI nach bekannten geometrischen Gründen die Proportion : 



DB:BC = BC:BI, oder 
dx 
•dy '5 



y . j— : y = y : BI, nnd daher 



BI = y' :y. T— = y. g^ = der Snbnormale fdr den Punkt C. 

Auch hat man in dem rechtwinklichten Dreiecke BCI 
CV = BC» + BIS oder 

CI' =y»+y".|g = r(i + ^), mithin 

^=yV(} + ^r) = d" Normale Tür den Punkt C. 

Es sind daher ebenfalls nach geometrischen Gründen die allgemeinen Formen 
zur Bestimmung der Normale und Subnormate für jeden Punkt aller müglichen regn- 
lairen krummen Linien gefunden worden. Um also für jede besondere Art der krum- 
men Linien die Werlhe -J- = -^ und 3^ = -^ zu bestimmen , mnss die allgemeine 
Gleichung derselben differenzirt, nnd ans dem gefundenen Differenzial die Werthe t&t 

■v^ und -^ entwickelt werden, welches abermals auf keine andere Art mit mathe- 
dx dx* ' 

malischer Evidenz geschehen kann, als wenn in der allgemeinen Differenzfnnktion 

Ax nnd Ay gleich Null geworden sind. 

».25. 
Zur Erläuterung sollen die Tangenten, Subtangenten , Normalen nnd Snbnor- 
malen der bekannten Kegelschnitte, als algebraischer regnlairer kmmmer Linien, ent« 
wickelt werden. In dem Kreise ist, (die Abscissen, wie hier angenommen ist, vom 
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ScbeitelpDokl« des DnrchmeMen an f^erechoel,) die allj^cmeine Gleichnng y'ssärx — x% 
wo r der Halbmeuer ist. Man erhält also die Difiterenzialfnuktion 

2ydy = 2rdz— 2xdx=0, oder ydy = (r— x) dx = 0, tuid 3^ = — ^ — 



0' 



mitliiii die SobUngente ^ y.-r— ss 



Ferner ». ^^j^^,^i+^ ^i+ ,-^, =''-'"+^'-\^"-''' 

= ^^. «.d daher di.Taogeo,e = y/(l + ^^)=y.^= tJ^^I^. 

Weiter findet man ^ = ^^^^ ond ^ = t*— ^)V 
ox y ' dx* y» ' 

also ist die Snboormale = y.-^ = r — x, and die Normale 

Sehr leicht lassen sich diese Linien in Fnnktionen von y aasdriicken > wenn 
man aus der allgemeinen Gleichung der Kreislinie den Werlh von x in einer Funk- 
tion Ton y sucht j und in die gefundenen AusdrÜcLe für die Linien substitnirl, 

4.26. 
Die allgemeine Gleichung für die Parabel, wenn die Abscissen ans dem Schei- 
telpunkte auf der Hanplaxe genommen werden, und der Parameter durch p ausge- 
druckt wird, ist y' = px, und daraus findet man 

pdx^Sydy, und 3— ;=-^; j-; ^ -^, mithin anch :^ = ^i und ^^7^ -^-j. 
r J J' dy p ' dy' p* ' dx 2y* dx' 4y' 

Darana ergiebt sieh also 

die Sublangente = T.-i— = -^-~ =s -^ ^ 2x, 
* ^ dy p p ' 

die Tangente = y|/(l + ^^ =2 »^(p»+4y») = ?^r'(p*+4px)=/(px+4x0 

die Subnormale s= y.^ = ip, und 

dieNormale= y|/(l+^) = }/(p»-f-4j') = 4|^(p' + 4px). 

Digjiizedby VjOOQIC 
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i.tr. 

Die Gtei^Dn; der Ellipse nnd der Hyperbel, die Abtcisaen inf der Htnptaxe 
•DS den Scheilelpnnkle angenommen iat: 

y*=px + ^— , wo p den Parameter and a die Haopiaxe andeutet. 
Man findet alao 

dl _ tty _ j djl _ 4a'j' _ 0^. 

■ly ~ «p+äpi ■" 0' dy' ("p±2p»)" ■" «'' 

faieraos erhall maa feroer 

dj, _ .FJT'P" , „d ^ = (■p±»p»)- j^„4 ^;^ 

j. e .. . dx SaT* 2(pax + px') 2(ax±x') (»±x)x 

die Snblaazente = T. j— = — t-^ — = ■ ' ■ : T - * - — - = .IT — '= ^ , _. ■ ■ - : 
* •' dy ap + 2px api2px a + 2x ia + x ' 

dieser Ansdrack (ar die Sablangente giebt zn erkennen, da» dabei der Parameter gar 
nicht in Betracht kommt. Wenn daher über ein und derselben Hanptaxe mehrere 
Ellipsen nnd Hyperbeln beschrieben werden, so haben sie alle für einerlei Abseits« 
anch einerlei Subtangeale; nnd daraus folgt, daas die gesammten Tangenten, welch« 
znr nämlichen Abaciiie der verscbiedenen Ellipsen und Hyperbeln gehören, in einerlei 
Punkt der Axe zusammenkommen müssen. 

Die Sabnormale = v . ^^ = — "-;: ° — n. •• f. o, •• £ 
■' dx 2a 

Die wichtigen Folgen, welche ans diesen Bestimmnngen der Tangenten, Snb« 
tangenten. Normalen nnd Snbnormalen für die Kegelschnitte gexogen werden können, 
gehören nicht hierher , nnd können weitlauftig nachgelesen werden in meinem Grund- 
risse der gesanunten reinen hohem Nalhemaiik, B. U. Leipzig, 1807. f. 175 ff. 

i. 28. 

Es erbellt nunmehr deollich nnd klar, dass die ersten and höhen Differen- 
zlalfnnktionen aller möglichen algebraischen Fnnklionen einer einzigen Teränderlichen 
Gri^e nach den anfgestelhen Principien mit mathematischer Eridenz, ohne irgend ci> 
ner nnendlich kleinen Grosse zn bedürfen, gefunden werden, nnd dass darans all« 
schon längst bekanale Regeln zur kurzen nnd leichten Bestimmung der Differenzial- 
funktionen, als sichere nnd reine Folgen abBiessen. Ansser den algebraischen Funk* 
tionen giebt es aber auch tranacendente Funktionen einer einzigen Teründerlicben Gro* 
sse> wohin vorzüglich die Exponeaiialgrössen und die trigonometrischen Grössen ge- 
hören. Bei diesen merkwürdigen nnd wichtigen Funktionen wird «a ebenfalls deulÜdl 
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]iervorgeh«B , dau ihre DifferenzialAinkliaiieti anf keioe andere Art mit matbematUcIier 
Schärfe entwickelt werden künnen^ als wenn in der allgemeinen Differeozfnnklion die 
Differenz der veränderlichen Grösse, tuiihin aach die DiJFerenziatfunktion gleich Nnll 
geworden ist. Es soll mit dem Difiereoziren der Exponenlialftrös§en der Anfang ge> 
nacht werden. Eine Exponenlialgrösse heisst eine Potenz, deren Exponent eine Ter- 
änderliche Grösse ist, wie z, B. a'' = y. Es kann aber aach die Wurzel eine Terän- 
derliche Grösse j ja der Exponent selbst eine Exponenlialgrösa« seyn, wie z* ^ y and 
z**= j n. a. f. Ist die Waizel der ExpoDenlialgrässe eine beständige Zahl, wie a*=^, 
•0 lässt sich alsdann die beständige Zahl a als die Basis oder Gmndzabl dnes loga- 
rithmiscben Systems ,\ nnd der Exponent x als der Logarithme einer jeden Zahl dieses 
Systems helrachlen. Es sey also a' = y, so bat man x^ ly, ,nnd dx:=d<ly> 
Will man nnn die Diflerenzialfankliun von ly bestimmen, so setze man y-{- Ay 
statt y, nnd rache die allgemeine Differenzfnnktion. Nach den bekannten Lehren 
über d!« Bestimmungen der Logarithmea bai man 

l.(j+Art = ly + l.(l+^)=lr + l.(^) 
= ly+l.(,+ Ay)-ly=ty + m(^-^+|^-^ + ..f.) 

WO m denHednl, die Subtangent«, oder die beständige Zahl bedeatet, nnd es 
ist daher 

A.ly = l.(y + Ay) - b. = » (^- fi;+^- ^+.t) 
nnd daher, wenn Ay gleich Null genommen wird, das Differenzial 

^ y 

Bedeutet m den Hodnl im natüriichen Logarithmensystome, wo bekanntlich m=l ist, 
ao wird 

d.ly=^=0 = dx. 

T 

Wenn man also die Differenzialfunktionen der logarithmiachen Grössen im natürlichen 
Systeme gefanden hat, so lassen sich dieselben in jedem andern Systeme sehr leicht 
finden, wenn man die im naliiriicfaen Systeme gefundenen mit dem Modul des andern 
Systems mniliplicirt. Es ist daher nnr nöthig za wissen^ wie die Differenzialfunk- 
tionen der logarithmischen Grössen im natürlichen Systeme gefanden werden. Cm 
sich nicht zu verwirren, sollen die natürlichen Logarithmen durch den kleinen Buch- 
staben 1. nnd die Logaritbmen eines jeden andern Systeau dnrch den dentschsn Buch- 
»laben & ausgedrückt werden. 



yGoot^le 



32 

f M. 

Die Differenzialfanklionen der Lo^rillimen im aatKrlicbes Sjiteme künnea 
mit malliemalischer ETidenz nicht anders f{^raai!en werden, al* wenn in der allgemei- 
nen Differenz ranklion die Differenz der veränderlichen Grüue gleich JVoll ^sclzt wird. 
Folgende Beispiele geben die betten Beweise: 
A • Ix' = A.lz« wenn x" = z gesetzt wird. Nnn hat man 
A.U=I.(. + A.)-I« = I«+ (^ -'^+ ^ -'•'■)- 1' 
Az Ar* ^ Az' A»* . „ , 

nnd folglich, wenn Az gleich Nnll gesetzt wird, das Differenzial 

z 

Nnn ist aber dz=:nx'>~''dx, also wird 

, , j 1 _ - n X ■"— ' dx n dx _ 

d.lz 1= d.lx" = SÄ = 0. 

x" X 

Dasselbe Resnltat findet man anch ans der Nalor der Logarithmen. Man hat nSmlicb 

Ix" = nix, also d . Ix' = nd. Ix, tmd d . Ix = —, mithin d.Ix'^ ^^—^ = 0. 

A.l.(«+*)=A.Iz, wenn z^a + x gesetzt wird. 

Ar _ Az' Az* 
2z* + 3z» 

nnd folglich, wenn Az ^eich Nnlt gesetzt wird, das Differenzial 

= ^ = 0. 

z 

Weil nnn dz ^ dx istj so findet man d.i. (a^-x) = — — sk 0. 

a+x 

A.l.(a+3t') ^ A.lzt wenn z = a+x* aDgenommen vird. 

Nua iu a.lz = ^, <mddz^3i'dx,ral{Iicl>wird d.l.(a-|->>)=^£!^=:0. 

Fem» „j A.l. yj^^ = Iz, al.. . = 75;^; 

I ^ _ dxi/(.-+x')-x'dx.(a-+x-)~* 
a' + i" 
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(■* + »*) ix — X* fa a'Jg _^ « 

- (.•+x')^(.> + x') - (.•+x-),'(a' + i') - "•■ 
■•fc 



,--'V(.>+I<) (.• + !■),'(.• +!■) •.'(.■+I')~I(«'+X') ~ ' 

n. s. f. n. B. f. 

Hieraus flieut als richdj^ Folge die bekannte Regele die Differenzialfank- 
tionen logsrilhmiBcfaer Grüuen kurz and leicht xn finden: 

Man snche von der logarithmischen Grösse das Differeosial, no^ 
diridire dasselbe durch die logaritfamische Grösse. 

Nach dieser Regel lassen sich die Differeozialfn&ktionen aller logtrithiuischeB 
Grössen ohne Schwierigkeitea finden, wie noch folgende Beispiele zeigen: 

__ Idi idx _ 4adx— Ixdx+iadx + txdx ^ ad« _ ^^ 
a+x "'" * — X a* — X* a»— X* 

Man setze nämlich i(a-)-x) = j nnd ^(a — x) = z, so wird 
A,lj = -^ nnd d.Iz^ — ; nnn ist aber dy=:idx ood dz = — 4dx, folglich wird 

d.i. V \ '_^ ) = ■^TT' + "lir"» '^* "■*'* ^" Rejel Mt gefnnJen worden. 
a.41.-^|^^±^Ji±^ =».!.[• («'+x')+^l-H.I.[/(a« + x«)-x]. 

Man setze t'(a»+x»)+x=y> nnd •(a»+x') — x=x, so ist 
d . ly ^ -^, nnd d . Iz = — , und 

ij 1 AJ 1 yi H» <ri Ji+-l»,'(.'+x')} I t[-idi+dxy(.'+x-)l 

H.ly-H.I« f- r-[.+i'(.'+x')],'(.-+x") + l-x+/(."+x-)],'(..+x>) 

Kx+l'C.'+x'Mdx . H-x+/(a' + x-)]ix 
= [x+.'(.-+x')lrt«'+x')'^ [-x+,'t.>+i")Jl't«"+x-) 
«ax . tJx _ Jx _„ 

.. •. f. U. B. f. 
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«. 30. 

Weü die enten Differeozialfanktionen aller lojftritliinucTieii Fnoktiotien uU|:e- 
8«nmt ilgebraüch« FnnlctioneD werden, mithia die all^meioe Form dy = Adx = 0> 

und -^ ^ A := -=■ erhalten, m lauen sich die hohem Differenzialiünktionen danel- 
dx ' 

ben nach denselben Regeln finden^ nach welchen die hohem Differenzialfanktioiicn 

der algebnuachea Funktionen bestimmt werden. Ist z. B, 

y := lx> so hat man dy =: — = 0, nnd 

3^ = — = Tri also femer 
dx X ' 

dV_ * _ '0 ^ 

3? — ~ X* — 0* * aF ' 

d*y 6 «0 dV 24 "0 , - 

E» aey f«mer y = l.(a + x), so ergi«bt sich 

dy = — ; — = 0, nnd 5^ ^ — ; — ^ "s : daher 
■' a+x ' dx a + x 

d-y 8 '0 J'y i4 

dx* — (a+x)' ~ 0' ' dx' 1" (a+x)' 

*. 31. 

Wenn die logarithmiechen Funktionen Produkte ans einfachen oder znaammen* 
gesetzten Faktoren sind, so weiss man ans den logarilhmiichen Lehren, dass der Lo- 
garithme des Produktes der Snmme der Logarithmen aller Faktoren gleich ist. Hithin 
findet man die Differenzialfanktionen solcher Produkte , wenn man nach der im f. 30. 
ongegebeneD Regel von jedem einzelnen logaritbmischen Theile das DUTerenzial sucht, 
nnd alsdann alle gefundenen partiellen DifTerenziale zusammen addirt. Einige Bei- 
spiele werden genügen. 

d.I.(xyz)= d.Ix+d.ly+ d.lz =^ + ^+if = Qk 

d . 1 .^^ =r d . Ix + d.ly — d.lz - 

z.n ' ■' 
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d.i.[(.+x)'(x+x')']=a.i.(«+x)"+a.i.(x+x')' 
a(.+x)j« , 3(t+x')'(Jx+axh) 

- ia+x)' '* (x+x')> 

_ äix 3(di+axJx) IxJx+tx'ix+3«fa+6axix+»xJx+» 

■+x ■*" i+x' = (.+x)(x+i') 

(a+x)(x+x-5) •• 

a.i.x-.r = a.ix-+<i.iy-= !^+ 2^ = 0. 

d.I.t(a+x)(b+rt(c+.)] = a.I.(a+x) + d.l.(k+y) + J.I.(c+.) 

a + x ^ b+j ^ o + r 

d.i.^^i^ = a.w+i.H,+j-)-a.ir-i.Hh+,>} 

ndi , my" 'Jy rdz pu'~'da _ 

- — U, 



».32. 

Sollten anck mit logarithmiicliea Grüssen alj^liraischs Fanktionen verbiuid«!, 
oder seibat logarilhmische Gröuea mit lo^arithmiacheD Grösaen maltiplicirt worden sctd^ 
so wird man auch ohne Sckwierigkeit nach den bisher festgeaetzten Regeln die Diffe- 
renzialfnnktionen finden können. Folgende Beispiele werden kierron die beste Erlün- 
lernng geben. 

Es soll die DifferenziaUimktian Ton x"Ix-)- —■^^ gesnckt werdnt. Blan suche 
Ton jedem Theile das Difi^renzial; es ist nämlich 



d.(x"lx + ix")=nx— 'Ixdx+x— 'dx+x-^'dxssnaE— 'lxdx+2x— 'dx = 0. 

Man soll d.(lx)* snchen. Man setze Ixssy, »o wird (lx)'=y*, and das Diffe- 
renzial TOn y*=3y*dy. Es ist aber dy= — , mithin wird d,(lx)'=3(lx)*,— = 0, 

Es soll das Differenzial ron Px gesncbt werden. Man setze lx= y^ so wird 

l*x=lT,iinddaherd.l*x=-^; Iran ist aber dy = - — , also findet man d.l'x^— r- s=:0. 
J* y ' •' x' xlx 

5* 
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Slan tuU iu DüEennzial Tob Px iDcli«ii. Man Mtxe abernub lx=y, so wir4 
l'x^ Py, und dolier d.Vx = -^; da nun ilj ^ — ist, so findet nUD 






d.i'i= 1^*. =:Oii.s.r. ii.8.f. 



».33. 

El ist nanmebr mit Iiioreiclieiider DeatUc^keit gtztigt worden, dau aacli die 
Differenzialfnaktionen aller möglichen logaritfamisdien Funktionen nur alsdann mit 
nölhiger matkematischer Evidenz gefunden werden können, wenn in der allgemeinen 
DiBerenzfunktion die Differenz der reränderlichen Grösse gleick Null geworden ist. 
Was nun nock die Exponeotialgrüssen überhanpl letriflt, so lassen sich deren Diffe- 
Tenzialfottktionen ebenfalls unter keiner andern Bedingung mit mathematischer Gewiss- 
keit entwickeln. Folgende Beispiele liefern die schönsten Beweise: 

Es sey j:=a<, so erhält man 

y+Ay = a*-**'^=a".«^% und daher Ay=»'a^^~-M'=»'{a^^—i) 

Hau ist aber nach bekaimten Regeln 

.A. = i+(l.)Ax+ üi)^ +-fl!£|iL + ..f. „l,hi. 



2 

..(.^>_1)= .. 1(1.) Ax+ -fiÜ^ + S^p^ + .. f.] 

fol^ch, wenn Ax gleich Null geworden ist, das Differenzial 

dy = a' . dxla = 0, und ^ = a'la = ■^. 

Dassdbe Resultat lasst sich ans derNatnr der Logarithmen ableiten. Bfan hat nämlich 

aus y=a', ly=xla, mithin -^^dxla, und dy=ydxla= a'dxla = 0, 

' wie rorkin ans den Gmndprincipien der Differenzialreclinaog ist gefunden worden* 
Zugleich fliesst hierans die längst bekannte Regel znr Differenurong der Exponen- 
tialgrüssen : 

Man mnltiplicire die ExponentialgrÖsse mit dem Differenzial des 
Exponenten nnd mit dem Logarithmen der beständigen Zahl. 

Ist die beständige Zahl a die Basis des Logarithmensystems, wdche im nalfir» 
liehen Systeme gewokiüich durch den Bocbslaben « angedeutet wird, so ist I« ^ 1 
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und mithin das Difli>raizi«l Ton •*=e*dx^O. In jedem aDdem Sjiteme miisst« die 
Differenzialfanktioii im Vxfonen.ÜBlgrö»» noch mit dem Modul dea Sjatem diridirt 
trarden. 

Wena üie Wurzel der Bxponenlialgrüase seibat eine reriinderlidie Grösse ist, 
wie z.B. z^z'y so findet man ilire DüE^nzialfnnktion anf eine TciUif ähnlich« Art.' 
Uao hat nämlich 

z + Az= (x+Az)'+^ = x» + Ar + (y + Ay) i'+A»-' Ai + n. s. t 
= i'[i^+(7+Ay)iA^'Ai+ «.f.] = i'[i'^+ fe±^'.i4'Az+ ■. tj 
Nnn ist i'4'= 1 + (li) Ay + -öii^^ + n. f. dso wird 
.+Az = zT[l+lzAy+-<ai^ + ..t] [(^±^) A, + ..tJ 

Nimmt man «nf beiden Seiten s = xi' iirtgf so erhält man 
A. = x>lxAy + »-(a^ + ..i+x..2fL+x,.^?^ + ..t 
mithin, wenn Ax, alm anch Aj and Az j);leich Null geworden sind, das Differenzial 
dz = xTlxdy + x'.^= xT(lxdy+^)=0. 

Dasselbe Resultat findet man anch Termiltelst dw üfator der Logarithmen. Es ist lüim- 
lieh, wom z^v ist, ix=jlx. und * 

J = lxdy+J^. folglich 

dz^x^ f ]xdy-}~^ — p ^* Torhiii. 

Wäre zwar die Wnncel der Exponenlialgrösse eine beständige Zahl , der Ex- 
ponent derselben aber selbst eine Exponentialgrüsae mit einer beständigen Wnrzel, 
wie z. B. a>>% so kann man auf eine ähnliche Art die DifferenziaUnnktion derselben 
finden« Es wj nämlich y = a^\ Man selze b'=iz, so wird ji=a' nnd man findet, 
.jdaher dj^a'dzla. Nun ist aber dz^=b*dxlb, folglich ergiebtsicb dj=a^'b'dxlalb. 
' Anch> wenn die ExponealialFnnktion diese Form y==x>'' hätte, wox, z und q 
veränderliche Grössen sind, wird «ich ihre DiffereaziUfnaklion aaf ähnliche Weise 
bestimmen lassen* Man leue nämlich p = z^, so wird 

y^x"", mithin ly=splx nnd -^ = Lzdp4- ^ — } nnd dy =y ( lxdp+ ^ — X 
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Mqd 18t aber lp:=qlz und -^ =: Izdq + ^ — , «Im ip^^.fiztn + 3— ?\ 
fol^ich witJ nach geböriger SalMtitntion 

Hit Hülfe dieser Formeln kann sehr lacht die DifferMiziaUiiokdoii einer jeden 
beliebigen ExponentiaUonktion gefanden werden. 

i.35. 

Wu die zweiten, dritten and fiberhaopt böbem Differeozialfanktionen der Ex- 
ponentialfnnktionen betrifft, ao kann ea nacb den bisherigen Regeln gar nicht mehr 
achwer seyn, dieselben gehörig za entwickeln. Es sej jsse', so ist 



das erste Differenzial dy = e'dx, also ^ = «' = ^ 

das zweite j^ ^ • Ö* 

d*T »0 



das Tierle - — ^; ^ , ^ ^ . 

Es und also hier alle höhere Differenziale einander gleich. 

& sey ftmer ^= j« so hat man dj =x*dxlx4-x'dx, also 






= x"[i + (i+Ix)>] = J?....f.i 



{.36. 
Wenn in «nMO lo^rillmiiMheii Syateme m itt Hodn], .iid y = a* ist, ao 
bat man xla = ly = x nnd dx=: — '—^ ({.28). Hieraus findet nuny.-|— ^ m. In 

der logaritlimisclien Linie, deren allf^meine Gleichnn^ y = a* ist, ninss also die Sab- 
tangenta m eine beständige Grösse seyn. Da die logariljunisclien DifferenziaUunktioQen 
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aut üer lojfaridiniiscliea Linie in der genauatten Yerliindong stehn^ ao boU dieMlbe 
BOch lüer näher betrachtet werden. Man nehme (Fig. 2.) auf der Abseitsenlinie AI 
einen beliebigen Pnnkt E zam Anfangapnnkt derAbeciuen an, nnd schneide vor- und 
röckwarto die gleichen Tbeiie EF = FG=GH=HI^ED=DC = CB = BA n. f. ab, 
errichte alsdann durch alle die Theilungapnnkte aur AI die senkrechten Linien EO, FP, 
GQ , HR, IS, DN, CM, BL, AK n. s. f., so dass sie als Applikaten in einer gco- 
uelrischen Progression forlschreilen , so lasst sich darch die Endpunkte dieser Appli- 
katen eine kmninie Linie zeichnen, welche die logarithmische Linie genannt wird. 
Setzt man nun BO^l, so stellen die Abscissen EF, EG, EH, EI a. s. f. die Loga- 
rithmen vor, zn welchen die Applikaten FP, GQ, HR, IS, n. f . gehören, nnd es 
wird FP die Grundzahl des logarilhmischen Syatenu aeyn. Denn die Applikaten bil- 
den nach der Vorauisetzung diese geometrische Progression: 

EO, FP, GQ, HR, IS a. f. 
Nimmt man daher E0^1 = EF = FG n. t. und FP:=a, so gehören zn den 
Abscissen EF, EG, EH , EI u. s. f. oder 

0, 1, 2, 3, 4 n.f. 
die Applikaun EO, FP, GQ, HR, IS n. f. x oder 

1, a, a», ■», «*, ,, a-( 
folglich ist j = »j wenn x = l, y^a', wann x=2, y:=a*, wenn x = 3 u. f. ist, 
tmd überhanpt y^^a", «la die Gleichung für die logarithmische Linie. 

Man nehme nun in der logarithmischen Linie irgendwo einen Punkt (Fig. 3.) 
C an, und für diesen Punkt sej CA die Tangente, PB^x die Abacisse und BC=y 
die dazu gehörige Applikate, so ist BA die twr den Punkt C gehörige Snbtangente. 
Nimmt die Abscisee um das nnbeslimmie Stack BE=Ax zu, so wächst auch die Ap- 
plikate y um GF=Ay. Durch die beiden Pnnkte F nnd C ziehe man clie gerade 
Linie FD, welche die Abscissenlinie in dem Punkte D schneidet, und durch C die 
gerade Linie CG mit DE parallel, so erhält man die beiden ähnlichen Dreiecke DBC 
nnd CGF, woraus sick diese Proportion ergiebt 
FG : CB = CG t DB. 

Vermöge der Gleichung ßr die logarilhmische Linie ist CB=y = a', folglich 
EF = y+Ay = a«+i«, und GF = EF — CB=Ay = a*+'i' — a» = a-(a^''— 1); also 
hßX nun 

,«(,A._i) ! ,» = Ai : DB oler 
t^— Is 1 = Ai: DB, Uli man findet 
DB = -^. 
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Es B«T filr «inen andern Punkt H der iogKriihmitehm Linie die Linie HL die 
Tangente, PI = x* die Absciue^ nnd Hl = y' die dexa gehörige Ordinale; femer 
lO^^Ax der Zuwachs der AbsciBse; milhin JSM.=Ay' der Zawacha der Applikate. 
Man bat alao IH = a> and OM = a«'+A», und HM = OM — IH =a«'+A« — ^' 
= a/(aA--l). 

Zieht man dnrch die beiden Punkte H und H die gerade Linie ML, bis gi« 
die AbwiMealinie in dem Punkte L trifft, nnd aus H die Linie HN mit LO parallel, 
so ergiebt sich ans den dadurch enutandenen ähnlich«! Dreiecken HLl nnd NHN diese 
Proportion 

MN: NH = BI tIL, oder 

««' (a^' — 1) : a"' ^ ^x : IK, oder 

(Ak — 1 • 1 =: ^x :IK, nnd nun findet 

IK. = - jT^ — * gerade so, wie es für den Punkt C ist gefunden worden. 

Hieraus folgt zugleich, dasa sich in jedem lugarithmischen Systeme die Diffe« 
renz einer Zahl zur Zahl verhalten müsse, wie die Differenz des Logarithmen za ei- 
ner beständigen Zahl, welche von dem Wertfae der Basis abhängt. 

Wenn beide Ax nnd Ay gleich Null werden, so fiillt CD mit CA und HK 
mit HL zusammen, folglich wird auch BD=BA, nnd IK = IL, nnd man erhält da- 
her BA=IL= Sobtangente = ^j,^ ^ = jj^ = TT ^ """ beständigen Zahl, 

_^| gflx l = Iadx ist. Diese beständige Zahl hängt aber von der Grundzahl ab. 

Da nun die allgemeine Form der Tangente Tür jede krumme Linie der Anadmck y-^ 
ist so hat man auch Tür jeden Punkt in der logarithmischen Linie 

V— = i- = m = Tangente. 
^ dy la 

Denselben Ausdruck findet man auch aus dem Differenziale der Exponentialgroese oder 

der allgemeinen Gleichung för die logarithmische Linie. Man hat nänüieh 

dx 1 

dy = ydxla nnd daher y. jj =-j^ = m. 

dx . . dx m j dx' m* , . , 

A„ y ' = m findet man gj = p und g^ = ^; eben so wird 

^ = X nnd 3^ ^ ^, und es ergiebt sich daher 
dx ■> dx m 
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die Snboonnale = y.-i^ s= ^^ und 

Ji. S.n><a. = y,/(l+g) =yy'(l + ^) =• i / («• + y). 

Man sielit alto sncli bei dar lo|;arilIiinuGhen Lioi«} dau d» Tangmitei Sab- 
taagente , Normale and Sabnormale nnter Leiner andern Bedingung mit gehöriger Evi- 
denx besdmml werden könneUf al< wenn so wol AX| ala such Ay gleich Null ge- 
worden iat. 

».37. 

Vftm die trigonometriachen Fankdonen betrifft ^ ao lassen sicli iLre Diffemi* 
mialfonktionen mit derselben malhematiichen Endenz entwickeln, wie die der alge- 
braischen, logarithmischen and Expooentialfunklionen , ohne der anendlich kleinen 
Grössen zu bedürfen , wenn man in der allgemeinen OifTerepzfanktion die Differenz 
der Teründerlichen Grösse gleich Null setzt, wodurch selbst die ganze Differenzial- 
fnnklion der Null gleich wird. Folgende Entwickelangen werden die klarsten Beweise 
geben. 

Es sej y=:sinx. Setzt man nnu y + Ay statt y mtd x-f-Ax statt x, so er- 
hält man aas bekannten Gründen 

y-)-Ay ^sin (x + Ax) = stnx.cos.Ax -}-cosx. sin. Ax, 
Ayc= A>sinx:= ainx.cos. Ax-J-cosx.sin. Ax — atnx. 
Nnn ist aber nach bekannten trigonometrischen Lekrea 
Äx" . Ax* 



1.3.3.4 



— n. £ nnd 



«..Ax= Ax - j-^ + j-j^^j^j - .. f. 

Daher wird 

A . . Ax* , . Ax* _ 

ainx.coa.Ax^ aini — unx -r-ö + «"x* i ' a.3.4 — "' 

coBx.sin.Ax := cöax.Ax — cos x - y - - -f cesx ^ „ ^ , - — n. f. nnd folglich 

. « . A . Ax' Ax* , , , 

Ay := Atsinx = cosx.Ax — sinx -j-^- — cosx . „ ^ + n. f. o. f. 



dy ^d(Sinx = eosx.dx ^0, and ^ ^ ^r ^ < 



daber, wenn Ax gleich Nall gesetzt wird, das Differenzial 

6 
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DismIIm Resultat findet mao aocfa nnmittelliar &rd gcometriscbe BetracBlong* 
Es sey nämUch (Fig. 4.) Tiir den Halbmesser AC = CB = CF=1 der Bogen FBA em 
Qaadrant, und AB = x ein beliebiger Kreisbogen. Ea nebme derselbe am den nnbe- 
atiramtea Theil BK = Ax zn ^ und man ziehe ans den Punkten B nnd K die Linien 
BD nnd KH anf CA senkrecht herab. Ferner ziehe man ans dem Punkte B die Li- 
nie BE mit AC parallel, nnd BI anf CB senkrecht, welche die rerlängerle HK in 
dem Punkte I treffen wird. Ffir den Bogen AB = x ist BD =EC=sinx, CD =EB 
= cosx, nnd GK^Atsinx. Die beiden Xhnlichea Dreiecke IBG nnd BBC geben 
folgende Proportion: 

HB : IG = BC : BI, oder 
cosxilG=aliBL 

Je kleiner der Bogen BK= Ax angenommen wird, desto mehr nibert sieb 
IG der Lini« GK, nnd BI dem Bogen BK. nnd man kann dabar aelzoBS 
cosx : A.5inx= It Ax, nnd man hat 

A.sinx = cosx. Ax, folglich, wenn Ax gleicb Kall angenommen wird, 
in welchem Falle IH mit BD zosammenfallt das Difibrenzial 
dy :=: d . sin x = dx . cos x = 0. 

Es ist abo das Differenzial des Sinus eines Kreisbogens gleich 
dem Produkte dea Differenzials dieses Bogeus mit dem Cosinni des* 
selben. 

».38. 

Es sey ftmer j = cosx. Hieraas erhält man 

y + Ay = co8(x + Ax) = cosx.go8.Ax — sinx.sin.Ax; aber 

COSX. COS. Ax =: cosx — cosx Y-s + *"*^ 4 ~ 9 9 4 — "• *• ■■" 

Ax* , . Ax* , , , , 

+ sinx ■ .„„., — n. f. also wird 

y + Ay = co8(x+Ax) ^ cosx— sinx. Ax — cosx-j-j + •'°* r"ä~3 + "* *• 
nnd daber Ay ^ A.«isx = — sinx.Ax — cosx -j-^ + sinx . „ + o. £ 

foIgUcb, wenn Ax gleich Null gesetzt wird, das DifiFerenzial 
dy = d . cos x := — dx . sin X ^ 0. 
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DeDwlben Differmmlaiudniek findet nun lacL mit HSlü» der (Mnutriselien 
Fignr. Für den Zawaehe (Fig;. 4.) BK c= Ax des Boj^ens AB = x nimmt anch d«r 
Sinn« BD um GK ^ A • ainx m; iagtgon nimmt der Coünua x = CD nm DH 
=: BG = A. eoax ab. Nan geben die beiden ähnliehen Dreiedte IGB nnd BBC fbl> 
gende Proportion; 

GB:EC=BI : BC, oder 

— A . cmx t «inx = BI : BC. 

Da nnn BI dem Bo^n BK => Ax sich desto mehr BÜhertf Ja kleiner derselb« 
angenommen wird , so kann man in diesem FalU setzen t 

— A> cosx : sinx ^ Ax : 1, nnd es wird daher 
A.co»x:= Ay = — Ax.sinxj 

folgUchf wenn Ax gleich Knll gesetzt wird, das Difierenzial 
dy ^ d . cos X = — dx . sin x =: 0. 

Es ist also das Differeazial des Cosinus eines Kreisbogens dem ne- 
gatiren Produkte des Sinns dieses Bogens mit dem Differenziale dem- 
selben gleich. 

1.31». 

Es sey weiter y := langx. Da nnn tangx =s islf so hat man 

, . ^ f , A \ sinfx+Ax) sinx. COS. Az + cosx. sin. Ax 

sinX' — sinXT-s- +».!.-(- cesx.Ax — cosx r-5-5 + «• '• 

^^ Ax* ] I '. T ~. Ax» I~ 

cosx — cosx -j ■ - + u.t — «»nx.Ax+Mnx j-h-» — «• «• 

Wird hiervon • snbtrahirt, so erhalt nun 

Ax" 



AysÄ A. tangx = - 



1.2^ 

1.2.3 



— sin X. cosx -|- sin X. cosx -rp-T — n. f. + "nx*.Ax— sinx* ^ « a + •'•'• 



■* , Ax» ,^~; : A , • Ax' 

cosx" — cosx* -3— s" + n, f. — smx. cosx.Ax + sinx.cou- 



1.3.3 
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cOBX'Ax + sinx'Ax — c«x" 3-5-5 ' 



und daher« wenn Az gleich NoU geuut inrd« dat Differenzial 

, , ^ dx(eMX*+stBX*) dx - 

dy eis d . tanrx ä= ^ 4 ^ r ^ «^ 

weil coa x* -f- sin x* = 1 ist. 
Es ist daher daa Differenzial der TaiiKente eine» Kreitbogen« 
dem Differenzial des Kreiabogeni dnrch das Qoadral des Gosinaa des« 
selben diridirt gleich. > 

Es sey T =3 cot x* Weil non cot x sa: — : ist. so «rhfQt nua 

•' ■' ainx ' 



y+Ay=cot(x+Ax) = 



cot(x+Ax) cosx.cosAx — sinx. sinAx 

ud(x-|-Ax) linx. cosAx-f- cuax. ünAx 



Ax* , . A . • Ax» 

c -i-s^ + n.f. _ 8inx.Ax+ sinx 5-5-5 



»inx — siox-|-n + «.f. + cosx.Ax — cosx 3-5-3 + "• *• 
■abtrahirt man hierron — : , ao ergiebt sich 



1.2 ^ 

Ay=A.c<rtx = - 



Ax* 
1.2 



. • Ai* - - A . . Axf 

— cosx . sm X -l" »uix . cos x -j—^ — o. i. — coa i* Ax + cos x" 3— 5-1 



sinx* — sinx" - v - + n, t, + ainx. cosx. Ax ■ 
— (»inx» + coflx*) Ax + sin x' y-^ + n. f. 

• mitbin , wenn Ax gleich Nnll gesetzt wird« das Differenzial 

j , ^ — (sinx* + coax*) dx — dx - 

dy = d . cot X = i r^ ^ = -. — r «=s Ol 
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Bb iit slio das Differenzial dar Gotingente eines Kreisbogens dem 
Differenzial« dieses Kreisbogens negativ genommen, nnd dnrck dai 
Qnadrat des Sinns dieses Kreisbogens diridirt gteiclu 

Es s«r secx =3 y. Dt nmi sscx =s ist, so findet man 

■' ^ cosx ' 

y+ Ay =. sec (x + At) =»«„(, + Ax) =* cosx. cos. Az- sin x. sin. Ax 

1 

Ax» , , . A , . Ax* , 

cosx — cosx T— s- + n,£ — smx.Ax+tinx |-^-x— n.1. 



AT^A.secxÄi X— ; "vTl 

cosx*— cosir -7— ^-1-n.f. — sux.Ax4-si~- 

nnd daber, wenn Ax gleicb Nnll gesetzt wird, das Difikrenxial 



-j -r •"« — •«.x.Ax 4-sinx j-ipä -"»•'• 



Es ist folglicb das Differenzial der Sekante eines Kreisbogens den 
Differenziale dieses. Bogens mit dem Sinns desselben mnltiplicirt, nod 
darcb das Qnadrat des Cosinus eben dieses Bogens diridirt gleicb. 

«. M. 

Es sey femer y ^ cosecx. Nao ist coseox ^—. , also findet ntan 



1 
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Ay^A.co«ec.x = ^i ■ 

ain X* — tinx* -7-n- + A.C-^ ^x.cMX( Ax — «.f. 

•Ibx -j-^ — «.£ — cmx.Ax-t-coix j-^^ — «. fc 
•uix" — sinx' -7-^ + o. f. + «nx. coix.Ax — ii.fl 

nnd f4d|;lic&j wenn Ax fleidi Bidl gewfnien üt, Jn Differenaal 

. , — dx.cotx _ 

dv = d. cosec X = : = := 0. 

^ wax' 

Es üt «Im i»a Diff«r«nzial der Cosekante einet Kreiabogent dem 
Produkte des Differenzial« dettelben Boj^eDS oej^ativ genommflaj nod 
darch das Quadrat de« Sinn« dieaes Bogena diTidirt gleioli. 

♦.«. 

Ea sej j = aiorx. Da non unvx = 1 — coax iat, ao liat man anch 
d.y = d.ainrx := — d.coax; aber 
d . coax ^ — dx. ainx (f. 38,), also wird 
d . y '^ d t •IDT X ^ dx . ain X = 0. 
Ea iat daher daa Differensial «let Sinma rersna eines Kreisbogens 
dem Produkt« dea Differenzials dea Bogena mit dem Sinns deaaelben 
mnltiplicirt gl«ick. 

t.44. 

Es aey y = coavx. Da nnn costx := 1 — sinx ist> so erliält man 

dy = d.coarx =: — d. ainx =0; aber 

d.sinxs= dx, coax ((.37.)= 0; als» wird 

d. COSTX = dy= — dx.cosx = 0; oder 
das Differenzial dea Cosinns versna ehtet Kreisbogens iat dem nega- 
tiven Produkt« des Differenzials dieses Kroiabogens mit dem Cosinns 
desselben mnltiplicirt gleiclu 

f 45. 

Die bisberigen Erörtentngen ergeben klar und deullich, daas die Di£Ferenzial- 
funklionen der irigonometriscbeB Linien in Fuoktionen der dazu gehörigen Kreiabo- 
gen, mit erforderlicher Evidenz, ohne unendlich kleiner Grösaen zu bedürfen, gefnn- 
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ien werten können. Betradttet mm non mmgekehit die KiwuIw^b alt Funktionen 
itr dazu gAärigtn trigonomvtriuhen Grünen, so Uaam «iok anck ubr kickt die Dif* 
ferenziale der Kreisbogen darck DiSerenziairnnktionen der trigonometritdien Linien 
anschanlich bestimmen, ohne die mystischen Begriffe von aoendlich kleinen Grössen 
mit ins Spiel n bringen. Man nehme nämlich an, x sey die Torgegebene Funktion, 
nnd y die veränderliche GromBf t(hi welcher die Fnnkdon you x abkängt. Man 
seUe also: 

y ^sinx, so ist, wie Bekannt dy := dx.c«sx:=0. 
Da niin cosx s= /(l-*-sinx*) =s /(l — y*) ist, so ergiebt aick danraa 

dy = ix/ii—j*) =0, und daher dx= JT^Zri = ^ 

Man findet also das Differenxial eines Kreiskofena, deasen Sinus 
gegeben ist, wenn man das Differenzial de« Sinns durch den Goainns 
diridirt. 

♦.«I. 

Es sey iemer y ^ cosx, also dy =d.eosx ^ — einx.dx^Ot 

nm ist aber cosx = y = /(l^sinx*) =>= /(l — y*), also wird 

dy ^ — dz/(l — y*), und daher dx ^ — J{l— n '^ *" 

Man findet also das Differenzial eines Kreiabogana, dessen Gosinnt 
gegeben ist, wenn man daa Differenzial des Cosinns durch den Sinus 
diridirt, nnd diesen Quotienten nagatir nimmt. 

«.47. 

Es sey weiter j^ tangx, so weiss man, dass 

^ ist. Hieraus findet man 

sinx 



cosx 



dy . cosx* := dxt Nun hat man taug x^j 

/it — cosx*) , , , , 1 — cosx* , ,. 

5= i-i- ^ nnd tangx' ä= y^ ^ — : 5 — ; also hieraus 

cosx " ' *08l' * 

(y'-f-l) cösx* ^1, und daher cosx* = ^ . . 

Setzt man diesen Werth ataU cos x* in die Torige Gleichung 

dy . cosx* *s= dx = 0, so erikilt man dx = — - ^ . - = 0. 

j y' + i 
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El Mt «Im in» Dirferensial d«s Kreisbogens, desssa Tan^aat« g«- 
gaben ist« dem Differeasial« der Tangente dnrcb das Qnadrat der Se- 
kante diridirt gleieb. 

♦.48. 

Hoch weiter avy y ^ eotx, so ist, wie bekannt 
dx 



d j s= d . cot X ^ - 



= 0, und bierans erhalt man 



dx = — dy. ainx*, 
•(1 — smxQ 



Es ist aber cot x ^ t = —■ — 

■' sux 



- , 1 — slnx* * j . 

na y* ^ : j — ^ worans man fiodet 



(y* + 1) ein X* = 1 , nnd sin x* 



1 

'y' + l- 

Setzt man dicseH Werth statt ainx* in die Torige Gleichang^ so arbält nun 

dx = -=:i^=o. 

y*+i 

Bs ist daher das Differenxial eines Kreisbogens, dessen Cotangeote 
gegeben ist, gleich dem negaiiren Differenziale der Cotangente durch 
das Quadrat der Cusakante diridirt* 

Es sey lemer y ^ eec x, so hat man 
dy . sig X 



dy ^dt lecx ^ 



COSX' 

= 0. Es ist aber 



0, und hierans «rgiebt sieh 



K^ y a= , und daher y.rosx^l nnd coax := — ; 

' cosx' ■' Y* 
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Beizt man dieM Wertbe in di« Torgefnnden« DitEweazülgIncliiuij'} bo «rltiilt man 

i/(y--i) ^T^y^ 

El ist alao das Diffarenzial eines Kreisbogens, dessen Sekante ge- 
geben ist, dem Differenziale der Sekante diridirt darch das Prodakt 
der Sekante mit der Tangente gleich. 

Es Mj ]r = cosecx, so hat man, irie bekannt, 

d7=d.cosecx= r^— ^ — = 0, nnd daraos findet man 



.==fc 



smx' 



=: 0. Man ist aber 



cosx 

1 , . I , . , 1 

cosecx^=T= — : * also suixe=— nnd smx' ^ — =-i 

■' sin X ' y y ' 

lemer findet man aneh ans cosecx^T^-773 ^» 

■^ y{i — cosx')' 

nnd T* ^ -3 ' — i-S daraus wird weiter 

■' 1— COSX* ' 

y*(4 — co«x*) = l, nnd co8x'=2— j— , oder cosx= — |'(y' — 1). 
Setzt man diese Werthe gehörig in die vorige Difierenzialgleichnng, so ergiebt sich 

Nan findet also das Differenzial eines Kreisbogens, dessen Cose- 
kanle gegeben ist, wenn man das Differenzial der Cosekanie darch das 
Prodakt der Cosekante mit der Cotangenle diridirt, nnd diesen Quo- 
tienten negativ nimmt. 

».51. 

Es sey y = sinTX, so hat man, wie gefunden worden, 
dy^d.iiaTX = dx.ainx^0(4.43.), nnd daraus erhall man dx = -i-^ ^ 0; 

7 
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aber 8iiiTX=y = l — cosxisl — /(t — dnx*), oder 
J — y^|/(l — linx*) und 1 — 2y + y*^* — siox'; alM 
sinx*^2j' — y*, nnd nDx = /(2y — y'). 
Setzt man diesen Werth sUtt einx io die Torif^e DifferenzialgleichaBg, so eriialt man 

Et ist also das Diffarenzial eines Kreisbogens, dessen Qaersinn» 
gegeben ist, dem Differenziale des Qnersinns durch den Sinns des Bo- 
gens diTidirt gleich, 

|. 53. 

Es aey endlich y^coarx, ao ist bekannter Haassen 

dy = d.coavx^ — dx.€osx=0, nnd darana erhält mau 

dx:= ^ =! 0, Nun ist aber 

cosx 

GasTx^y = l — sinx^l — YH — cmx*), also 

1 — y=;»'(I — cosx*), und 1 — 2y-|-y»=l — cos x*, nnd 

€0sx'=:2y — y', oder coax=:|^(2y — y'). 

Setzt man diesen Werth statt cosx in die vorige Differenxialgleicbnng , ao erhält man 

Es ist daher daa Differenzial eines KreisbogenSf dessen Cosinna 
versus gegeben ist, dem negativen Differenziale des Cosinus veraas 
durch den Cosinus desselben Bogens dividirt gleich. 

f. 53. 

Mit Hülfe der bisher entwickelten trigonometrischen Differenzialfnnktionen wird 
es nun gar nicht schwer aeyn^ die Differenziairnnktionen solcher Funktionen zu finden, 
in welchen trigonometrische Grössen vorkommen. Nor einige Beispiele können zar 
Erläuterung genügen. 

1. Es sey sinx=>2yi^(l — y*). Man setze 2yi'(l — y*)=x, so wird 
sinx = z. Man findet daher dz^d.sinx^dx.cosx. Mnn'ist aber 
oosx^t'(i — ainx*)=;t^(i — z*), nnd daher iz=six,Y{i — z*), folglich 
Ji dz _ 
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Ftntr iniu man il>»>ilyr'(l— 7') jX—^,-. 

ady(l-y)-ay'ay _ »dy(l-ay-) _ 

/(i-y) Äi-y") ' 

nnJ/(l-.')=r'[l-4y"(l-y)] = /(l-4y-+4y')=l-Sy=. 

Setzt man diese Wertbe gebSrig in die vori^ Difierenzialftinktion, «o 0nd«t maD 

(«-jy')/(i-y) .Triyj 

2. Ea tey y^cusx "". Man setze coHx.^Zf und sinzs^qj %o wird 

y^z^t milhin dy ^z')f dq.lz+^ — }• Nnn hat man aber 

z^ ^ C08X*"'% dq = d.iinx = dz.coBX, und dz=: d.coix = — dx.sinx; 
also wird, wenn diese Wertbe gebörig «nlMtiluirt werden 

dy £=co8x""dxf COSX.I.CO8X 1= 0. 

3. E« »ey y = ,,. . jr-, so findet nun dy = ,,. . -^ — ^—^' 

4.Eateyy=coaf 1.— L Man setze 1,— =:z, so wird y=cosz> nnd nun bat 

dy=:d.e<MZ= — dz. sin z. Mun ist aber dz^=: d.i. — = d.(l.l — Ix) 

:= — d.lx = , nnd8inz=sinl 1. — I; also erbält man 

dy = + ^sin(^Li) = 0, a. s. f. u. s. f. 

♦.54. 

Was die böbem Differenzialfunktionen der trigonomelriscben Grfiwen betrifft, 
so reicbeii die festgesetzten Yorscbriften bin^ sie ebenfalls mit natbematiscber Evidenz 
zu entwickeln. Ein Paar Beispiele können genügen: 

Es sey ysissinx and z = co8x, so ergeben sieb die böhern DifbrenzialTunk- 
tionen anf folgende Art: 

7* 
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y = «mx z = cotx 

ij = dx.cosx = 0, vni dz ^ — dx.ainx nnd 

^0 dz . 

. =CMX^Tr j- = — »mx = ^ 

dx V ox 

dV . "0 d'z «0 

^ = _«nx = ^ jp = -».x = 5j 

dV ■« d'z , . "0 

Se= — ""=F d?=+"°^ = 5r 

•0 d'z . •« 

'" = 0^ E?=+""'=ör 

■0 d'z "0 






Auf eine ülialiGhe Art findet man die hohem Differenzialfanktionen der Tan- 

sinx 



CMX* * dx c<wx* 0' 



& 


= 


Zsinx 

■CO»X* 


= 












& 


= 


3 

co.x> 


+ 


6«DX'. 

■«0.x' ' 


•bor tiox 


=1- 


-ccwx*,- a 


& 


= 


cosx' 


+ 


6 
c».x' 


6 


= 


6 

COSX' 


4 
coax 


d^ 


= 


i4siax 
c«x' 


Sainx 

CC.X- 


•0 








& 


= 


120 

co.x< 


- 


12« 

C08X' ^ 


16 

cosx' 


= 


•0 





».55. 

ISicht weni^r einlenchtend nnd befriedigend lassen sich die Differenzialfank- 
tionen solcher Funktionen entwickeln , welche zwei oder mehrere veränderliche Grws- 
sen enthalten, ohne dass man nülhig hätte^ auf anendlich kleine Grössen^ oder aaf 
Grenzen der yerhiillnisse n. dgl. Rücksicht zn nehmen. Alle merkwürdige nnd wich- 
tige Kigenschaften der heterogenen and homogenen Funktionen von noch so vielen 
veränderiichea Grössen fliessen ohne Widerrede ans der gleich anfänglich festgesetzten 



\ 
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Toraassetznnff : da«» eine jede Differenziairanklion irgend einer ^^benea Funktion 
die sllereinfaclute Differenzronn dg: all^meinen Differenzfunkdon üt, in welcher die 
Differenzen der Teränderlichen Grossen j^leich Nail geworden sind. Die folgenden 
Untcnncbnngen werden dies klar vor die Angen legen. Vor allen Dingen ist hier 
nnr im Allgeneinen zn bemerken, dass in Funktionen ron mehreren Terüoderlichen 
Gröaaen keine Ton der andern abhängt, ao dass, wenn die eine reränderliche Grösse 
•ine Verändemng erleidet, die öbrigen nicht branchen verändert zn werden. Man 
nehme zuerst eine Fnnklion ron den beiden veränderlichen Grössen x und y an , so 
kann die eine veiündert werden« ohne das* dies bei der andern erfolgt; es können 
aber auch beide zugleich eine Veränderung erleiden. Wir wollen uns vorzüglich erst 
mit dem zweiten Falle beschäftigen, wo die beiden veränderlichen Grössen x und y 
angleich eine Aenderang leiden, und die Differenzialfonktionen nach obiger YoranS" 
■etznug bestimmen. Es sej also: 
A(x+y) = x+Ax+y+Ay— X— y = Ax+Ay, 
und daher, wenn Ax tind Ay gleich Null gesetzt werden, das Differenzial 

A(xy).= (x+Ax)(y+Ay)— xy==xy+xAy+yAx+AxAy— xy 

^ X Ay + y Ax+ Ax Ay, 
BUthia, wenn Ax and Ay gleich Nnll geworden sindf das Differmzial 
d(xy) = xdy -t-ydx. 

A ^ ^ ^ + '^ Z = ^ + yAx — xy— xAy _^ yAx — xAy 

y y + Ay y y» + yAy ^ y' + yAy ' 

und daher, wenn Ax and Ay gleich Null geworden sind, das Differenzial 

y y' 

A(a+x")(y-x) =.[a+(x+ Ax)*] [(y+Ay)-(x + Ax)]-(a+x*)(y-x) 
= [(a+x')+(2xAx+Ax')][(y-x) + (Ay-Ax)]-(a + xn(y-x) 
= (a+x') (y-x>f(a+x«) (Ay-Ax) + (y— x) (2xAx+Ax')+(azAx+Ax'} (Ay-Ax) 

-(a + x')(y-x) 
= (a+x>)(Ay— Ax) + (y— x)(2xAx+Ax») + (axAx+Ax*)(Ay— Ax) 
und folglich, wenn Ax und Ay zugleich Mull werden, das Differenzial 

(a+x')(dy~dx) + (y-x)2xdx = (a+x»)dy+[Jx(y-x)-(a+x')ldx 
u. s. f. n. s. f. 

«. M. 
Wenn die gegebenen Funktionen mehr als zwei veränderliche Grössen enthal- 
ten, so ergeben sich auf dieselbe Art mit erforderlicher Evidenz ihre Difierenzialfunk- 
tionen , wie ein Paar Beispiel« deutlich zeigen werden : 
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A(a + lxy+.ai')=[.+ b(i+Ai)(y+Aj)+c(i+^«)'I— {.4-biy + c.") 
— a+bir+kxAT+kyAi+kAiAr+c«'+*««A«+«A«' — •— tiy— «" 
= l>xAy+byAx+bAxAy+2orAi+cAz% 

md daher, wemi Ax, Ay, As zi^leidi Moll ^Krord«ii lindi du JüHämmmI 
=sbxiIy-f-by^+3cEdz. 

■ (y+Ay)(z+Ai) 



V(a'-x') ,'[a'-(x+Ax)'] i'(a"-x") 
__ yg+yAz+zAy+AyAat 



[(.._x<)-,(SxAx+Ax<b' ''*'' '"' 

yz+yAx+zAy+AyAz yz 

~ (a'-i>)'-!(a'— x')~*(2iAi+Ai*)+o.r. ''(** — »') 

-4 
(yz+yAz+zAy+AyAz— yzV(»'— x')+tyz(a'— X') (»xAx+Ax')— » .f. 
a* — z» — xAx— IAx»+ lut o.f. 

(yAz+zAy+AyAz)T'(a'— x')+jyz(a'— X') (8iAx+Ai')— u.t 
a» — X» — xAx — iAx' + u. f. 
nnd daher, wenn Ax, Ay nnd Az zagleicb Moll geworden sindj das Differenzial 



' •(a*— X') ydz(a'— x')+zdy(a' — x') + yzxdx 

— (a'-x')/(.'-x') 



ydz »Jy y«xfa 

n. Si f. n. ■. £ 

». S7. 
Ans diMar EDtwickelnng der DifferenxiaUaDkiioiien aller mäj^liclieii Fankiio- 
Ben mehrerer veraaderlichen GrüsMn erbellt, dau eine jede solche Differenzialfnnk- 
lioa aas dem Prodnkt« des Differenzial« einer jeden Teränderlichen Grösse mit einer 
eignen Fanklion der Teränderlicken GriwseQ durch Addition rereinij^ inunimeDge- 
setzt ist. Wenn z. B. die gegebene Funktion die beiden veränderlichen Grössen x und 
y enthalt, so wird ihre Differenzialfunktion die allgemeine Form Adx + Bdy anneh- 
men, wo A nnd B entweder wieder Funktionen tob x nnd y, oder nur von einer 
einzigen verÜnderlichen Grösse x oder y, oder bloss beBlÜodige Grössen sind. Hat di« 
gegebene Funktion die drei Teranderlichen Grössen x, y und Zj oder auch die vier 
veräaderÜchen Grossen ^ y, z, q n. s. f^| so wird die allgemeine Form der Differen- 
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SMÜiinktion Tvn dre^ Teräiiilerlicli«ii GröcMti Aix. + 1iiy + Cizt vii4 di* wn vier 
Tvriiiiderliclien Grössen Adx-f-^dy-f-Cdz + Ddq n. «.f. teyD, wo A^ B« C «nd D n.f. 
lanler Fanklioneii der r«riiiul«rlicbeti Grüsseo »tyn küniuii. Ayenii T =: ax*-(-by'> 
abo eine Fnoktioa Ton den beiden reränderlichen Grössen x und y ist, m findet man 
iy=^2wxix+3by''dj = Aiii + tldj, wo A eine Funktion von x und B eine Fnnk- 
lion von j ist. Man siekt aber andk leicht, dais man dasselbe Resultat erhält, wenn 
man in der Fanktion xserst x als Teranderlicb , und y als bestÜndig; aladinn aber y 
ab reründerlich and x als beständig «nninmt, und nach dieser Voranssfltznng die Dif- 
ferenzialfunktionen snchl; im erstem Falle erhält man dV=:Adx = 3axdx = 0, nnd 
im zweiten dTs=3by* dy = Bdj=:0; nnd folglich, wenn beide veränderliche Grös- 
sen X nnd y angenommen werden, dV ;^ Adx+Bdy = 2Bxdx4'3by*dy. Wäre 

feiner V eine Fanktion von drei veränderlicben Grössen x,y,z, z.B. V^ J( 'k 1. "'V 
so kal man 

"*- (a»-x'),/(a'-x') +/(«^_x')+/ta*-x') 
= Adx + Bdy + Cdz, wo also 

A=-; 



(••—i-)l' («'—»•) (/(a" — X') i^Ca' — I') 

Dutelbe Rentlut flndel manj weoD man znent x ak Tcnioderlioh, j nod z aber als 
b€Bländi|; annimmt^ Wo 

<'Y=r-i rr^? n = Adx=Owinli 

(a'— x'jrta'— X') 

aUdann y a]a Taränderlicli , x nnd z dagegen ala besländi; betrachtet ^ wo 

IV = -774^^, = BäT = wird; 
endlich z allein ala Teränderlich nnd x nnd j ala beständig i^etzt« wo 

'V= ',,1*' ,, sOdz-^Owird; 
bclrachlet man daher alle drei Gröaaen ala veränderlich i so wird 

jv yzxdx zdy . T"*» 

■" — (a'-x>)y(a"-i') +,'(a'-x") +)'(a'-x')' 

^rade eo^ wie ea im rorigen ^ nach den featj^elzlen Gmndprincipten der Differen- 

zialrechnaog ist entwickelt worden. 

{. 38. 

Ans den im vorigen ^, festgesetzten Bestimmnngen folgt nun die ganz allge- 
meine Regel zur leichten und kiuzen ErBodung der Uiffcrenzialfanktionen aller mög- 
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HcheB Fanktionen Miier eiraigen Gröua u wol, ab auch wukrtnt reriindnlieben 
GrÖM«ii, «o Ti«l man onr will* 

Mtn Bohme nacli lind naeli ein* jede der Terinderlicben Gröasen 
allein al* reränderlich an, and inche in Räcksicht dieser die Differett- 
zialfanklion^ indem man alle übrige veränderliche Grüsaen ala bestüa- 
dig betrachtet; hiernächat addire man alle anf aolche Art fjefnndene 
einzelne Differenziairunklionea znaammen, ao wird die dadurch erhal- 
tene Summe die geaachte DifrerenziaKunktien der gegehaaen Funk- 
tion aeyn. 

Ein Paar Beiapiele werden die Anwendung dieser Regel erläutern. 

El sey V=ax'y — bxz'-|-cy* z*, ao erhält man, x allein ala reränderlich an- 
genommen, 

dT =1 (3axj~bz') dx=0 = Adx; 
ferner jr allein als veränderlich betrachtet, 

dV= (ax>+3c7z')dy = = Bdn 
endlich z allein als veränderlich angenommen, 

dV = (2cy'z — 3bxz")dz = 0=Cdz; 
folglich all* drei veränderliche Grössen x, y, z als veränderlich gesetzt, 
dV = (2axy— hz»)di+(ax*+2cyz')dy + (2cy*z — 3bxz»)dz = Adx+Bdy + Cdr. 

Es sey ferner V=-^p^tei:^, 

|/(x-cy') 

so ergiebt sich, x allein als veränderlich betrachte^ 

jy PaiU-cr')t'(br+»-)-t.iV(br+«')]ji _j 
(I— c)'')k'(x— «y") 

ferner y allein als Teränderlicfc gesetzt, 



(x-cy')r^(x-cy»)>/(by+z') 



( ax* 2acx*y \ . __ 
2r^(x-cy«),^(by+z«) 3(x-cy«)^^(x-cy')/ '~ 



Bdy = 



endlich z allein als veränderlich angenommen, 

,_ ax*zdz «, - 

dV = -r = Cd« ^ •{ 

f(x-cy»)*»'(by+.') 
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folgUcbf all« drri veruideilkha Grotten ■!■ TcrsodcrUcb betrachtet, 

jy / g«»^n.y + «-) axV(by + .*) \ ^^ 

V ^(x— cy") 3(x-cy')V'(i— cyO/ 

, / ax^ , »acx'y \ , 

U)'^(s-cy*)r'(by + z») 3(x-cy^)K'(x-cy»)J ^ 

ax«zdz — Adx + Bay + Cd8ii.«.f. n. t.f. 



^(x— cy*)r'(by+z») 

f. 59. 
Ans dV = Adx=0 erbalt nun -g— =A = — ; aatdV=Bdj^O ergebt aicb 

~=£B = '^; au JV = Cdz = findet man -t- = C = ^ o, s. f. Da nun tiberbanpt 

die DIfferenualfanktiön einer gegebenen Fnnkdon von mehreren Teranderlichen Grot- 
ten die allgemeine Form dV = Adx-4-Bdy4-Cdz-]- n. f. hat, so kann dietelbe anch 

durch ^^= ("jp! ^^ *i'l~i~l ^y+ f-j— ldz n.f. bezeichnet werden. DieAotdrückc 

I T-l dx, Cj— I ^Jt \~Ä~ß J* n, f. werden Partial-Differenziale genannt, von 

welchen ein jedet blou die Bedentnng hatj dass die gegebene Funktion von mehre- 
ren Teränderlichen Grössen in Rncksicbt etaer einngen GröBse allein, deren DifTeren- 
sial der Nenner anzeigt^ iat differenzin worden. Es besteht also die Oifiereazialfnnk- 
tion einer Funktion TOn mehreren Grössen ans so vielen Parlial- Differenzialen« 
als die gegebene Fnnklion veränderliche Grössen enthalt. Ein jedes von diesen Par- 
tial-Differenziaien ist Tdr sich als eine Differenzialfnnktion von einer einzigen Terän- 
derlichen Grösse zn betrachten, nnd et hängt der Werth des einen von dem 'Werthe 
des andern nicht ab^ weil in einer jeden gegebenen Funktion von mehreren rerander- 
liehen Grössen keine derselben die andere bestimmt. Inzwischen haben sie aber doch 
gewisse Beziehungen gegen einander, durch welche man erst überzeugt wird, dass sie 
wirklich zur Differenzialfunktiun einer Funktion von mehreren veränderlichen Grossen 
gehören. Um diese Beziehung naher kennen an lernen^ nehme man zaeret eine Funk- 
tion von den beiden veränderlichen Grössen x und y an, so weist man, dass die all- 
(dV\ /^dV\ 

-^— |dx-|-l -j— 1 dy ist. Will mannnn äherzengt 

scyn, dass eine Differenzialfunktion von der allgemeinen Form dy = Adx-f-Bdy ans 
der Differenzirung der Funktion von den beiden veränderlichen Grössen x and y wirk- 
lich entttanden ist, to mntt ^C'j~l^^l j — )teyn,wennf -^1 in Hinsicht der ver- 

8 

Digjiizedby VjOOQIC 



$8 

«nderlic^eB Gröue y allein ^ Qnd l-^l in Rücksiclit der TBränderlichen Gröue x 

allein differenzin wird. Wenn man nämlich die Funktion Y von den beiden Tenin- 
derlichen Groseen x and y ao differenzirt , daaa blou x ala Teränderlidi betrachtet - 
irirdi so erhalt man dy = Adxf wo A eine Fanktion von x nnd y iat. Wird nnn 

A^l--|— I so differenzirt, dasi y allein ah Teränderlich angenommen wird| ao fin- 

delnan d.Adx^adxdy. Dasselbe Retnltat erhalt man aber anch, wenn Bdy=f -^-1 

so differenzirt wird, dass x allein als reründerlich betrachtet wird, da man alsdann 
ebenfalls d.Bdy=adydx bekommt. WeilfolgiUch d.Adx=:adxdy ist, sohatmananch 
dA\ 



m- 



I -^ ■ — = «; nnd weil femer 

d.Bdy^adydx ist, ao ergiebt rieh ebenfalls 
/dB\ /dA\ 



©=-=0 



Die Auadrilcke I j— J »nd Ij— 1 sollen nichts andenten ab: wenn man A 

so differenzirt, dass y allein als veränderlich betrachtet, nnd hieraof das gefundene 
Diffkrenzial dnrch dy dividirt wird, so wird dadurch der Werth a erhallen; und 
wenn man B so differenzirt, dass x allein als veränderlich angenommen, nnd das ge- 
fandene Differenzial durch dx dividirt wird, so ergiebtsich derselbe Werth zum Quo- 
tienten. 

Diese wichtige Beziehung der beiden Funktionen A nnd B gegeu, eütMidcr aoU 
durch einige Beispiele erläutert irerden. 

Es sey 'V = ax-f-bx*y-f-i:y*x*, so hat man 
dV=(a + 3bxr + 4cy'x*)dx+(bx' + 3c7'x*)dy, 
also AÄa+abxy + 4cy»x», nnd B = bx' +3cy'x*. 

Man difl'erenzire mm A in Hinricht der veriinderlichon Grösse y allein, so findet man 
dA =. (ahx+ lacy» X») dy and fi~\ == 2bx+ 12cy' x». 

Eben so differenröe man B in Rücksicht der veränderliofaen Grösse x allein, so er- 
halt man 

dB = (2bx + i2cy»x*)dx, nnd (^ =r=2bx + 12cy*x», 
M..b...U.(*f ) = («). 
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El Mj ferMT V=3]/(ax' + lny'), M toUtt man 

I^Cll' + bryS' 

i« A .'"+V , ^ B = ., "■■"? 

3)^(.x'+biy')' 3f(«i<+biy')' 

Tfan differenzin man A in Itüekgiclit mf die renadcrüc^ GrÖMe y all«ül> 
giebt ddi: 



dA = 



6bydy(ax=+bxy*) — (aax+by')*bxydr 

y'Cax'+bxy') 

»(ai" + biy')v'("' + biy') 
ebyayCax'+biy*)— (8ax + by')4biiyjy 
»(ai>+bl,')V'{ai>+bl^)= 
aby(ai'— biy')iy 



,, ■ foljriich 

»(ax"+bxy')v'(.x'+bxy=)' 

JA-^_ aby(.i'— biy') 

9(ax= + biy")v>'(ax' + biy>)«" 

Feiner diffeiviizire mau auch B in Beznf anf x alleinj 10 erhält man: 

} 4bxy(aax+by')dx 



Q) 



6bydx(ax'+bxyO r, 

M. . /('"•+''■'?•) 

9(ax"+bxy')K(«x'+biy") 

»by(ax'.-bxy)d. ^^ ,^,^^j, 

9(ax"+biy>)iy(ai'+bxy')' 

/-dB\_ 2by(ax'— bxy') 

^^w 9(ax'+bxy')f^(ax'+biy")' ' 

/dB\ 



'•■«-(")=(")• 



f. 60. 

Ana di«Mii Untersnchimgeii erbeut, dau nicht slle Differauülfanktioiien von 
der alljfemeinen Form dV^Adx4-Bdy wirkliche DifferenzialfDiiklionen lolcher Fimk- 
tioneo se^o kanneo, welche zwei veräaderliche Grouen x und j enlhalten. Wenn 

8* 
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inmlkh di« bmdea Wwtbef ^1 nnd 1 j~l «nanüer mAt glejch siiid, m kann aadi 

die Difbrenxialfanktion Ton der vorbenannlen all^meincn Gtttalt nicht darch Diff«- 
muiran einer Fnaklion von den beiden Teränderlicben GrÖuen x nnd j enutinden 
•«Tn. Daher laut sich anch ans einer Bolchen gegebenen Differenztalfaaklion die Fnnk- 
tion wlbtt, ans welcher jene enUlanden ist, d, h. das Inlepral nicht finden. So findet 
man X. B. Ton der Differenxialfonkiion ij'xix + 2ji*ij keine Fnnktion, ans wel* 
eher jene entwickelt wäre. Da nämlich hier 4y*x^ A, nnd 2yx* ^ B ist, so ha< 

aunf y allein als veränderlich betrachtet dAssSyxdy, also I j~ I^^T^ "»^ * *1~ 

lein als rerändeiüch ^nommen dB= fiyx'dx, fbl^ch l'3~ I = 67^*1 'wof'j'l"'^ 

f j-l einander nicht fileich sind. Man sieht hieran», dass die merkwürdige Eigen- 
schaft der Fanklionen von den beiden Teränderlicben Grössen, welche die beiden Wer» 
thef j-l nndl 3-I gleich verlangt, in der Integralrechnnng von der grössten Wich- 
tigkeit ist. 

f. 61. 
Eine besondere Anfmerksamkeit verdienen in Hinsicht der Beziehung der Funk- 
tionen A and B gegen einander die homognen Fnnktionen. Man nehme xnerat eine 
homogene Fnnktion V der beiden veränderlichen Grössen x nnd y von Null Dimen- 
sionen an, nnd setze in dem allgemeinen Anidmcke dV=Adx + Bdy die veränder- 
liche Grösse y = xz, so wird x ans der Fnnktion gänzlich verschwinden, nnd eine 
Funktion von z entstehen« welche Z heissen mag. Man erhält daher dZ = Pdz, wo 

P bloss eine Fonku'on von z ist. Es sey z. B. V = , 1 

X— y' 

tion von Nnll Dimensionen; setzt man nnn y^xz, so wird V= ; 

mithin bloss eine Fnnktion von z. Ans y^xz erhält ma» dy = xdz -(- zdx. In den 
allgemeinen Ausdruck dV = Adx4-Bdy sabgliluire man statt dy den oben gefundenen 
Werth, so ergiebt sich: 

dV =: Adx + Bxdz + Bzdx. 
Da aber dx darin nicht enthalten seyn soll, so folgt, dass A + Bz = seyn mfisse, 
und hieraus findet man B = , und weil z=:— ist, B=: — A: — ^= -. folc- 

z x' X y»0 

lieh Byc= — Ax, oder By -f- Ax = 0. Es muss aber auch P = Bx, nnd daher Bx 
gleich einer Funktion von z, d. b* einer homogenen FonktioB von keiner Dimeosioa 

p 
von X und y seyn. Weil ferner aus P=:Bx anch — = B erhalten wird, und 
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- Ax A.. ._,P A Ax .,. . Pyj 

B = = irt» » wird — ^ =t — - — , tuinm A = — — =- , «im 

j « ' X z y ' XX ' 

«• tüd daher «> wol Ax als By Fnnkliraen Ton keiner DimeiMioD t«i x wkI y, 

Itt «tiber T eine homo^Be Fonktion tod keiner Dimenuon der beiden rer- 

änderlichen Grössen x ud y, fs besitzt ihre DifferenzieKnnktion dT = Adx + Bd7 

die Eigensehiift , dus Ax + By^O istf d.h. wenn in der DifferenziaUnnktion statt 

dx und dy die Tsränderlichen Gniss« x und y gesetzt werden^ so mws man jederzeit 

Nnll erkalten. Zur Eriäntening dienen folgende Beispiele i 



— — yJ^ + ^Jy g^ ^2t m» X und y «tau dx and dy, ao wird -7^^±^ = 0. 
(x— y)» ' ' ■" (x— y)* 

Es sey ferner V ^ ,, 7^ — rr, so hat man 

dxAx*+y*)y+Jy.^(x-+y)x-?^:4^±i^ 

x' + y* 
_ ydx(x* + y*) + xdy(x*+y*)-2yi^*dx-gxy*dy 

yx*dx + y'dx + x'dy+ xy*dy — 2yx*dx — 2xy'Jy 

** (x' + y*)Äx'+y') 

y*dx +x*dy^yx*dx — 3^*dy 

— U' + y*)l'(x'+y«) 

nnd wenn x und y statt dx nnd dy gesetzt wird 

y'x + x'y— x'y — y'x _ - 

(x'+y')|/(x'+y) — "' 

n. s. f. n. 8. f. 

i. 62. 
Wäre fiberhanpt V eine homogene Fanktion von n Dimensionen der beiden 
Teränderltchen Grössen x and y, so wird man die Beziehnng der beiden Fanktionen 
A nnd B gegen einander in der DifferenziaUnnktion dT = Adx + Bdy auf eine ähn- 
liche Art bestimmen können. Seizl man nämlich y = xZf so wird die Funktion V die 
Form Zx' erhallen, wo Z eiae Fnnklion von z ist. Wenn hiernächst in der allge- 
nuinen Form dV=:Adx-^Bdy die nölhige Snbslttnlien der gleichen angenommenen 
WertlWf nnd dieselbe Entwickeloog , wie im vorigen ^,61, erfolgt, s« findet nun 
den Ansdrack: 

Ax + By = bT, 
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in welchem die meikwür^ige Beziehonj; der beiden Fuiktioiien A and B enthalien ut. 
Wenn man nämlich in der DifferenzidfnnLiion der bomoj^enen Funktion der beiden 
veränderlichen GrvMen x nnd j tob n Di m e— i nnen «»u dx nod ij die reninderlichcn 
Grouen x nnd j »etat, «o iat der daher entoUndene Ansdrack der bnuogenen Funk- 
tion mit der Zahl der Dimenstonen mnltipUcitt ^ick. Falgendes Bei«piel kann zur 
Eriänienm^ dienen t 

Es sey 'V=ax*y*+bi^ — ex' 7*, «bo ose komv^aiw FnaktioD Ton fiinf Di- 
mentioaen^ so hat man 

dV= (3ax*y*+br*— 8cxy»)dx+(lax'r + 4bxy» — 3cx»y»)d]r 
«Uo A = 3ax"y'+l»y* — *exjS ""d B = 2ax*y+*bxy» — 3cx'y», und daher 
Ax = 3ax»y'+bxy*— a«x'y* 
By= 2ax'y* + 4bxy*— 3cx'y', nnd 
Ax + By=5(ax»y' + bxy'— cx'y*)=5V 

f. 63. 

Alle die merkwürdij^n Eiji^uharten « welche die Fnnklionen Ton zwei rer- 
änderlichen Grössen besitzen, finden aach bei Fankiionen von drei nnd mehreren ver- 
ändeiüchen Grössen statt. Wäre V eine Fnnktion von drei veränderlichen Grossen 
X, y und z> ao weiss man schon, daas ihre Differenzialfnnktion die alJj^meine Form 
dV = Adx-f-Bdy -f- Cdz hat, wo A, B, C lantw Fonktiooen von x, y nnd z sind. 
Da nun von diesen drei veränderlichen Grössen keine die ander« bestimmt, ao lÜstt 
sich jede, welche man will, als nnveranderlich annehmen« Setzt man also zuerst z 

als unveränderlich, »o wird dV = Adx -f- Bdy, und hieraua foljl f-j-l = (j-l- 

Betrachtet man femer y als unveränderlich, so erhält man dV = Adx-|-Cdz, und e« 

mnsa I 3~/ ^^ \d~/ '^y* Siebt man endlich x ala nnveränderlich an, »o findet 

man dT=Bdy + Cdz, nnd nun mnss f j-1 = ( j") '*y°* Et haben folglich in dem 
Differenziale dV = Adx -f- Bdy + Cdz die drei Funktionen A, B and C eine solche Be- 
ziehung gegen einander, das« 

(t)=(S);(^)=0-C^)=0- 

Fehlt nnr ein« von dies^ Bedingungen der Fnnkii«nen A, B nnd C gegen- 
einander, so kann man mit Sicherheit schliessen, dasa es keine Funktion gebe, ans 
welcher die Differenzialfanklion Adx 4- Bdy 4- Cdz enistandea wäre, nnd es lieue aich 
folglich an« einer solchen DifferenziaUimkiion gar kein Integral finden. 

Es geht nunmehr au« allem bisher Angeführten dentlich hervor, das« bei der 
[Jntertncbtuig aller möglichen merkwürdigen Eigenschaften der Differenzialfnnktionen 
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solcher FtanklioiMn^ ^ie jcwBi oil^ uehrere Terinderlidie GrvHen entlialten, gar kein« 
nnendlicfa kleincD GrÖuea nüthig sindj sondern dass sie rielmelir mit malbemalischer 
Evidenz ans der wahren Katar einer jeden DifferenzialfDaktioa als der einhchtten 
Form der allgemeinen DifiereozTiuiktion^ in welcher die DiffereuzoD der TMiodcili- 
«bau Gröuen gleidk. Nnll geworden aind, ahflieaaen. 

».6». 

Eine Torzfiglich wichtige Anwendoag der Differenzialreclumiig findet bei Er- 
findung der Reiben alalt , deren es in der Mathematik so sehr viele giebt. Aach hier- 
bei überzeagt man sich sehr leicht, dau keine anendlich kleinen Grössen zur gründ- 
licben and anschanUchen Darstellang derselben nothig sind. Es sey nämlich j irgend 
«ine Fnnklion von x, z. B, y ^ x% so findet man dj = nx'~' dx = 0| also 

1^ ^ nx'~' ^ -7. Hteraos erhÜlt man ferner 
dx 



& 



= i.(.-l)(.-S)x— = - 



J^ = n(.-l)(n-S)(n_3)x— = ^.. 



g = .(.-!)(. 



Wenn man nnn in ji^x* annimmt^ dass ans j der Werth y + Ay wird, wenn ans 
X der Werih x+^ wird, so findet man 

y+Ay=(x+Ax)-=x-+n.x— 'Ax+^^=^ x— 'Ax* 

n.n— I.n— a _, * , , - . n.n— l.n— S.... (n — m+l)x»— Ax- 

+ — no — «^Ax-+.ut+ 1.2.3^ Z ' 

nnd, wenn man die TOrhin entwickelten Difierenziale gehürig tnbstitiurt, 

. ; . , ■^^ Jy , Ax' d'y , Ax» d»y Ax* d*y , 

Ax" d"y 



...+ 



1.2.3...m*dx-* 



So lÜsst sich also y + '^y dnrch höhere Differenziale ansdrncken. Wenn näm- 
lidt y einem gewissen Werthe von x zagehört, so findet man daran« den rerändeMen 
Werth y+Ay, wenn x nm x + Ax sieii JUidert. 
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Uebrigcnt erhellt ens Jen obi*g«ii Er6itenuigen, Jut ilie Aüdrikke t^, ^^^ 

^h* '3^ "* '* i**^** w^ter ab allgemeiD« Formen üaif 'dit alle mögliche Wertbe 

amtehmen köaneD^ ihre betliminten Werthe ahernnr (l«Dn ent eihallen, weaa nu 
der ^gebeoeit Fankdon die Differenziairnnklionea aller Ordanngen eatwickeltf nod 
dinelben darau gencht werden. Man hat also gar nicht nölliig d^ all eine nnendlich 
kleine Gröaee, d*y ab eine nnendlich nal kleinere, d'7 ab eiiw nnendlich nnendlich 
mal kleinere iu t. f. ab dy zu betrachten. 

f. 05. 

Wenn der Exponent n eine potitire ganze Zahl iat, ao enthält dteae Reihe 
aneh n DiSerenziale , und es giebt daher in derselben n-f-l Glieder. Ist aber n eine 
negative ganz« oder gebrochene, oder anch eine positive gebrochene Zahl, so erstreckt 
sie sich hu ins Unendliche. Folgende Paar Beüpiele können znr Eriäntempg dienen : 

1< Ba tey y-=z*, eo findet man dy = 6x*dx, und ^ = 6x'; ferner wird 

^ = 30x*j ft = 120x»; ^ = 360x«; ^ = 720x, nod ^ => 730: abe 
dx* «I or ' dx* ' dx" • 

ergiebt sich: 

y+Ar = (x+Ax)» = x' + 6x*Ax+lÄx*Ax«+20x»Ax»+15x»Ax*+6xAx*+Ax% 

gerade so^ wie ea der binomische Lehrsatz giebt. 

3. Man aoll den Werth der gegebenen Fnnktion 3x' + 3x' fiaden, wenn k+3 
atatt X gesetzt wird. Bs sej abe y^Sx'+^^S s" bat man 



fe = 9x'+4xi g = l«x+«, = 18. 



Et erhält abo die Foi&tion 3x*+3x* den Werth, wenn x + Zssz-J-Ax sutt x ge- 
setzt wirdi 

y+Ay = 3x'+3x'+3(9x«+4x)+2<18x4.4) + |.18«8x' + a0x» + 44x + 3S. 

Deiuelben Werth erhalt man, wenn in 3x'+2x* statt x der Werth x + 2 gesetzt 
wird. Man hat nämlich 

auttSx* den Werth 3(x+2)* = 3x* + 18x* +36x4-24 

atatt 3x« den Werth a(x+2)* = + 2x' + 8x+ 8 

also Snmma =s 3x*-{-20x*-l-44x+32 
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8. E« loU der Werth v9n i^(x4-3) gshoien werdeM, wicd x+i »tatt x (•- 
aetsi wirdf wo iIbo Ax = 2 üi. Mao nehme also y=:|^(x+3) M findet man 
dy 1 d'y _ —1 

dx — 2/{x+3)' dx- — »(x+3)/(x+3)' 

dV 3 d^ _ 15 

dx- ~ 8(x+3)-,'(x+3)' dx- — lS(x+3)V(x+3) 
dV_ tos , , 

dx- - 3a(x+3)V(« + 3) "• '• "• '• 

HieraoB findet mm «ho den veränderlichen "Vl'ertli von y, oder 
* 1 



'^,'(x+3) a(x + 3)/(r + 3) -^ 2(x+3)V{x+3) 

- 8(x+3)V(x + 3) + Ä(x+3)V(x + 3) - "•'^ •*"• ^•- 

f. 66. 
Ware Ax neffadv an^nommen^ mithin eine Vernindernn^ von x, »o hat man 
nnr nöthig x— Ax statt z zu setzen^ da alsdann der veränderte Werth von y, wel- 
cher einer Funktion von x zugehört, folgende allgemeine Form erhalt: 

- , A Ax dy . Ax* d*y Ax» d»y , Ax* dV , 

y+Ay=y-^.jI+ j-y.j^- j^. J+ j_j.jJ. _ .. £ 

Es mag daher x eine Aendemng erleiden, welche man will, nämlich entwe- 
der nm einen nnbeslimmten Theil zunehmen, oder auch abnehmen^ so kann jederzeit 
der veränderte Werth von x daraoa bestimmt werden. 

Man soll z. B. den Werth von x* — 2x finden, wenn x — 3 statt x gesetat 
oder X um 3 kleiner wird; also ist hier Ax^. — 3. Nun setze man ysx* — 2%, 

so findet man ^ ^ 3x — 3 ^ -jp und -r-^ = 3 = ^, und es ergiebt sich 

y+Ay = x«— 2x— 3(2x— a) + 9=x»— «x+iÄ, 

Denselben Werth erhält man, wenn in x*— 3z statt z der Werth x — 3 ft- 
setzt wird. Es ist nämlich: 

x»=(x— 3)» = x»— 6z+ 9 
— 2x=— a(z— 3) =a — 2x+ 6 

Summa ^ x* — 8x-f-l& yri« vorhin. 
Auf diese angeführte Weise lassen sich die veränderten Wertbe aller möglichen 
Funktionen, sie mögen rationale oder iirationalOf algebraische oder transcendente 
Fnnktionen seyn, mit Hülfe der Difi'erenzialfnnklionen von allen Ordnungen nach die- 

9 
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ava allKemeinen Reihen in aller matbematiscber Scliäffe^ obne nnendKoh kleiner Grot- 
ten za bedürfen, bestimmen. 

♦.67. 

Wae ferner die Anwendonj; der DifierenzialrecbnuBg anf die äusserst wichtig 
Erfindung; des grÜBBten und kleinsten Werlhes einer FaukiioD belriffk, so wird man 
auch hierbei deutlich erkennen , dass znr anschanlichen Erörtemng aller hierher gehö- 
riger Lehren keine unendlich kleine Grössen nülbig sind. Es sey nämlich y eine Funk- 
tion von x> und derWenb von y werde anlanglich mit der Zunahme von x entweder 
grösser oder kleiner, alsdann aber wieder kleiner oder grösser, so mnss es in beiden 
Fallen einen Werlb von y geben, der grosser oder kleiner ist, als alle vorherge- 
hende nnd alle nachfolgende sind, ond eben dieser Werth von y heisst ein GrÖestes 
oder ein Kleinstes. Hierbei ist bloss zn bemerken, dasa y nur eine solche Funk- 
tion von X seyn moss, welche für denselben Werth von x entweder nnr einen ein- 
zigen Werth von y, oder auch zwei für sich gleiche aber einander entgegengesetzte 
Werthe giebu In solchen Funktionen, in welchen fnr einerlei Werth von x mehrere 
nnter einander verschiedene Werthe von y bestimmt werden, kann der eine Werth 
von j ein Grösstes oder Kleinstes werden, der andere aber nicht, wofern nicht etwa 
die Funktion von der Beschaffenheit ist, dass bloss ein einziger reeller Werth von y 
fiir einerlei x statt findet. Wird also voransgeselzt , dass y eine solche Funktion von 
X igt, dass für einen giewissen Werth von x der Werth von y entweder ein Grösstes 
oder Kleinstes wird , so hat das Differenzial von y die allgemeine Gestalt dy=Adx=0, 

und daher -i=- c= 77 := A, nnd es mnss folglich in diesem Fall« A= -^ = -^^0 
dx ' * dx 

seyn; denn es wird A nothwendig positiv bleiben, so lange y fnr die grossem Werthe 

von X znnimml, aber akdann negativ werden, wenn beim grossem Wachsihnm von x 

der Werlb von y anfangt abzunehmen. In domselbeo Moment aber, wo der Werth 

von A ans dem positiven Zustande in den negativen übergeht, mnss A nothwendig 

A = J^ = ^ = werden. Es sey z. B. = ^(Sx— x') so findet man 

-z^ = — T—' ' = -jr, nnd r «rreicht entweder sein Grösstes oder sein Klein- 

ates^ wenn x ^ 1 wird; in den Falle aber, wo dies geschieht, wird anch 

-i^ ^ — s—i = -jj- = 0; daraus würde man also erhalten :=2(1 — x) 

•"^ 3F^(2x-x')^ 

and daher x = l. Man kann inzwischen nicht umgekehrt schliessen, dass der Werth 

von y 1^ einen gewissen Werth von x entweder ein Grösstes oder ein Kleinstes wei^ 

den müsse, wenn -r~ = A = ^ = ist, indem in einem solchen Falle weder ein 
dx ' 

GrÜsstea noch ein Kleinstes statt finden kann. Man hat also noch auf andere Onstind* 
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Rücklicht ZD nehmen, ant irsicben m mit Sicherheit erhellt, dan der Werth für y 



entweder ein Grösslee oder ein Kleingle« «eya müite, wenn ^ =:A= jj- =s ist. 



i. 68. 

tJm non die» UnutÜnde gehört|[ kennen zn lernen ^ letze man in der ge^ebe- 
nm Funktion znerel x+a, nnd alsdann auch x-^-a tutt x> so muM nolhwendi)^ in 
beiden Fallen die veränderte Funktion kleiner als y werden, wenn j ein Grössles, 
dangen gröuer, wenn y ein Kleinste« seyn soll. Setzt man x-f-a statt x in die ge- 
gebene Funktion, so erhalt man: 

, a dy . »^ d'y , a* d'y , a* d*y, , , 

und X' — a statt x gesetzt, 

y 1 dx ^ 1.2 dx» 1.2.3 dx» ^ 0X4 dx* *' 

fol^ch moss, wenn j ein Grösstes ist, 

^>y+\-% + o-fö + Ä-S + - '• - •»" 

^ a dy , a* d*y a* d'y , , 

dagegen ist y ein Kleinstes, wenn 

y<'^-T-i^ + Äö - m-& + '• '• «•«^•'' ""•• 

Da nun diese Bestimmang jederzeit statt findet, a mag einen Werth erhalten, welchen 
man will, so setze man a so klein, dass alle folgende Glieder der beiden Reihen zu- 

saramengenomraen weniger ^Is j- j^ beiragen. Nnn lÜsst sich aber kein Grösstes oder 

Kleinstes gedenken, wofem nicht ^^ = A = -q = 0, mithin anch -T'a ^ " '"*» 
mithin entspringt hieraus zur Bestimmang des grossten oder kleinsten Werthes einer 
Funktion folgende Regel: man suche die Difierenzialfnnktion der gegebenen Funktion, 

welche die allgemeine Form dy^ Adx = hat, so wie den AYerth von j^=-^=A, 

setze diesen der Null gleich, und bestimme daraus den Werth von x; diesen Werth 
aabslitoire man endlich in die gegebene Funktion statt x> so wird man fhr y einen 



9* 
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Wsrlb tiaiaa , welcher in Tielen Fällen ein Gröutet oder ein Kleinste« ist. Um nun 
diese Fälle zu bestintnien, setze man den für y gefondenen Werlh^z, so bekommt man 



^ d*y »* d'y , «* d*y 

*+1.2*dx* IXä'dx» "*■ lÄO'dx» ' 



and Uerans ergiebt sich, das« x «n Grösstes sejn mnts, wenn xt >>'g*tiT »U da^ 

gmi «in Kleinstes^ wenn —^ positir ist. Fände man aber anch 3-^ = 0« so kann 
weder ein Grösstes noch ein Kleinstes statt finden > weil im ersten Falle 

•+m-S- + iÄ4-S + -'•>•"■' 

im zweiten Falle 

•- m-S + iÄi-& -"•'•<• "^ '^■- 

d*T *0 dV 

Fand« man ferner -p^ = t^- = 0, so wird alsdann z ein GrÖsstcs, wenn ^^ nega- 

tir ist; dagegen nn Kleinstes, wenn —^ positiv ist. 

Setzt man nberbaapt in den beiden Reihen zwei auf einander folgende Glieder 

, >" d"y , a*-!-' d"*'y , a» d°y a»*' d°+'T 

"•'•"l.2...n'dx-"'"l.2...n(n+l)*dx-*"™''"''*"l.a...n*dx' 1.2«ii(n-|-l) ' dx-+' 

so ist klar» data z ein Grüsites seyn miisfle, wenn rp^ negaliT ist; aber ein Klein- 
stes, wenn j^ positiv ist. Findet man aber ^-^ = 0, so giebl es weder ein Grös«- 
•les noch ein Kleinstes. 

Es sey z. B. y*^3rx — x', so hat man 
2jlj=(2r-2x)dx, „d Jl = I=i =J. 

Setzt man abo 0= , so findet nun r^x; 

y 

nnd diesen Werth von x in die gegebene Gleichung gesetzt* giebt 
y' =2r* — r» ^r», nnd daher y = t. 



yGoot^le 



Um nna zo bntimnaD) ob dieser AVertli fnr j ein Gröute* otler Klrinitei iat^ Sache 



& 



- .' d»y (2rx— x') — (r — » )' 

man findet tj-^ = — Tje .. o ,„ ' ^, 

dx* (2rx — x')i'(2rx— X*) ' 



nnd enbetilnirt man statt x den gleiclien M^ertb r^ 

d^ ___ (ir*— r') _ _ 1 

dx* p* r' 

i'v 
Da bier also der AVertb Ton j^ negatir ist g^eTunden worden« so ist ]r=r ein GröUles. 

Ansftihr liebere Betracblnngen fiber die (pröeslen nnd kleinsten Wertbe aller 
möglichen Fnnktionen findet man im «weiten Bande meines Gnindrissee der reinen 
hohem Mathematik; Leipzig, 1807. 8, S. 428. ff. 

i. 69. 

Bei der fernem AnweodanK der Differenziolrecbnnng zur evidenten Entwicke- 
lan; der merkwürdigen Punkte in kmmmen Linien und des KrümmangsbalbmeMers 
des sogenannten Krämmangtikreises für jeden Funkt einer krummen Linie vrerden 
ebenfalls keine nnendlich kleinen Grössen verlangt. Ea sey nämlicb (Fig. i) AFHL 
eine krumme Linie, zu welcher die Abscissenlinie AL gehört, so sagt man, sie scy 
gegen die Abscissenliaie bohl oder concar, wenn die Sehnen AG nnd GH nach die- 
•er Seile hin Winkel einschliessen , die kleiner als zwei i^echle Winkel sind; dagegen 
sagt man, eiue krumme Linie, wie (Fig. 6.) BCGI, sej gegen die Abscissenlinie AK 
erhaben oder convex, wenn je zwei Sehnen derselben einen Winkel gegen die 
Abscissenlinie einschliessen , der grösser ist, als zwei rechte. In der ersten krnmmen 
Linie werden beim anlanglichen Wachsen der Abscissen AB, AD n. f. die dazu ge- 
höirigen Applikaten BG, DF u. f. zunehmen, nachher aber beim fernem Wachsen der 
Abscissen AG, AM n. f. die dazu gehörigen Applikaten GH, MI wieder abnehmen. 
In diesem Falle musa es aber nolbweodig eine Applikate geben, welche unter allen 
vorhergehend en und allen nachfolgenden die GrÖssle ist. In der andern krummen Li- 
Bie aber findet gerade das Gegentheil statt, indem anfanglich mit dem Wachsthnme 
der Abscissen (Fig. 6.) AB u, f. die dazn gehörigen Applikaten kleiner werden; beim 
fernem Wachsen der Absciasea AF, AK n. f. aber die dazn gehörigen Applikaten 
wieder wachsen, und es musa daher hier eine Applikate geben, welche unter allen 
vorhergehenden und allen nachfolgenden die kleinste ist. Bei der erstem krummen 
Linie (Fig. 5) bat man FD— CB=:FD— ED=FB, und IH— HG=KG— HG==— HK; 
folglich bleibt die Differenz der Applikaten oder A]r positiv, wenn sie wachsen, wird 
aber negativ, wenn sie abnehmen.^ Bei der andern kmmmen Linie (Fig. 6.) da- 
gegen ist CE— AB=DA— AB=— DB, nnd IK— GF=IK— LK = IL; also wird 
anfänglich die Differenz der Applikaten negativ, nachher aber positiv. Es erhellt ans 
dieser Belrachinng, das* der Werth der grvsslen oder kleinsten Applikate nicht anders 
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gefunden werden kann, alt wenn der Wenh van ^ = n* = A> welcher au« der 

gegeleaen Gleichung der krummeo Linie emwickelt wird, gleich Null gewvrdes iM. 
Es sind folglich hierbei dieselben Regeln in Anwendung zu bringen, welche xor Be- 
gdaunnng des GruMlen and Kleinsten aller Fnnkiionen sind angeführt worden. 

Es aey z. B. die Gleichaag for die Ellipse, die Abscitsen ans dem Scheitd- 
paukte genommen, j' = px — ^ — , so hat man 



2ydy= (p— ^) Jx — O, 1 



'(■ 



p K.):23r = 0, so Bndet t 



p E_ s= 0, and daher si =*= 4«. 

SalÄtiinirt man diesen Wnrth statt x in die gegebene Gleicbaüg, to ei^ebt sich 

y' = ^ — ^ = ip«, und y = it^pa. 
Sacht man ferner die zweite DifferenziaUnnktion, so wird 

■r*E_s/'p_*E\.'!; „ 
Z^— *y' ~ 0" 

nn(I stau x den gleichen Werlli i» gesetzt, 

I? 4y» a ' a ' a * 

mitbin ist y^t/pa die grösste Applikate. 

«. ro. 

In der kromnen Linie (Fig. 7.) AGIMNT> welche znm Tbeil gegen die Ab- 
tcissenlinie AQ hobl, znm Tbeil erhaben ist, nnd daher eine concaT-convexe Li- 
nie genannt wird, nehme man zaerst im hohlen Theile die drei Applikaten BC,FD,GI, 
nnd BF = FG = CE = DH=Ax, and ziehe durch die beiden Punkte C and O, die 
gerade Linie CK, welche die Terlangerte Applikate Gl in dem Punkte K treffen wird; 
so erhellt, das« die beiden Dreiecke CDE und DHK einander decken, and folg^ 
lieh EDs=HK ist. Nun sind ED und HK die Differenzen zweier Applikaten, nnd 
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die Dieferenz dieser ^fferenzen iat IH— DE=IH— KH=— IK=:— A*yi «• ist »Im 
die zweite Differeoz» mithin auch tfu zweite .Difierenzitd im hohlen Theile der kram- 
men Linie negativ. 

Aof dieselbe Art nehme man in dem erhabnen Theile die drei Applikaten. 
ML, NP, TQ, und LP=PQ=MO = NR = Ax an, nnd ziehe darch die beiden 
Punkte M nnd M die f^erade Linie MN> welche die Applikate QT in S treffen wird; 
«0 decken sich abermals die beiden .Dreiecke MNO nnd NRS, mithin ist NO = RS. 
Ea sind aber NO nnd TR die Differenzen zweier Applikaten, nnd die Differenz die- 
aer beiden Differenzen i8t=TR— NO = TR — SR = ST= A*y; folglich ist die zweite 
Differenz mithin anch das zweile Differenzial im erhabenen Theile der krummen Li- 
nie positiv. Der Punkt in der krummen Linie, welcher den concaven Theil von dem 
convexen absondert, wird ein Beugnngspunkt genannt. Da nnn das zweite Diffe- 
renzial einer krommeo Linie aus dem negativen Zustand nicht anders in den positiven 

fibergehen kann, bis -j-^= |u ^ A' gleich Null geworden iat, so ist anch klar,.da88 

kein Bengnngapoakt io einer krummen Linie statt finden kaua, wenn nicht T^=^*^^(p 

d'v 
gleich Ifnll geworden ist. Inzwischen kann es doch auch Falle geben, wo ^-^ = 

iat, ohne dass ein Beugungspnnkt statt findet. Soll daher die krumme Linie wirklich 
einen Beugungspnnkt faesiuen, so mnss noch ausserdem der concave Theil der krum- 
men Linie auf der einen, und der conveze Theil auf der andern Seile der durch den 
Punkt (Fig. 8) C gezogenen gemeinschaftlichen Tangente HE liegen. 

♦. 71. 

Wenn die verlängerte Tangente CH (Fig. 8.) die Abaciasenlinie HG in den 
Punkte Jl nnd die Applikate GD in E schneidet, ao erhall man die beiden ahnlickaa 
Dreiecke HBC und CFE, nnd man hat: 
HB:BG=>CF:FB. 

Setzt man nun AB=x, BC = y, so wt3G=CF=Az nnd HB Ar den Punkt C 
die Sublangenle; also wird: 

y. -7— : y =Ax: FE, nnd daher 

: Ax.3^, also andi 
dx* 

FE = Ay-Ax.g. 
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Nun ist aller 

Da aber -t-4 =0 >«7i> mms^ wenn ein BeTigimj;apankt statt finden soll; m ancbe aun 

ans der gegsbenen Gleichnng der knunmen Linie den Werlh von Ta ^ ni* *>°^ aeti* 

denselben der Null gleich; der Wertbj welcher alsdann bierans für x gefunden wird, 
^iebt in die gegebene Gleichang snbslitnirt in manchen Fällen Inr y einen AYerth« der 
in der krummen Linie einen Bengnngspnnkt beetimmt. In einem solchen Falle aache 

d'v 
man das dritte DiflFerenzial -pi > '"'^ snbstitnire in demselben die Torhin gefundenen 

Werihe ron x und y. Bekommt dieses Diflerenzial dadurch einen gewissen ^Yerlhf 

so ist aaoh jederzeit ein Bengongspankt vorhanden; fände man aber auch -p^ gleich 

Null, aber für -r-^- einen gewissen Werth, so ist dies ein sicheres Zeichen, das« kdn 

Bengnngspnnkt vorhanden ist. 

Es »vy z> B. die gegebene Gleichung für eine kmmme Linie y:=ax* — bx*, 

■o findet man dy=s(3ax* — 3bx)dx=0, und ^ ^ -g = 3ax* — 2bx, daher 

g. = 6.x_21,. 

Satst man 6ax — 3b =0. ao findet man x= ?- = f— ; 
oa 3a 

dieser 'Werth fSr x in di« gegebene Gleichnng tabttitairt giebt 

_V_ _ _^_ b'— 3 b' 
y^ 27»» 9n" ~ a7a* * 

Min differenzira weiter, so wird 



- «inen Besgnngspnnkt in der knmman Linie. 
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».7». 
In der knmimeii LinI« (Fig. 9) FDGj deren AbtciBMoluil« die Linie AC ist, 
aej für den Punkt D die Linie MN die Tan^ote und DC die Normale. Li der Ner- 
vale nebme man einen willkährlichen Punkt E au, nnd beschreibe mit dem Halbmet~ 
aer ED aus E einen Kreii SDL. Wenn derselbe zwischen der Tangente DN und 
don Th«U« DHG der kranunen Linie fallt, ao wird er an dieser Stelle weniger Krfim- 
mnng besitzen, ab der Theil der krummen Linie. Je kleiner mau aber den Halb- 
messer DE annimmt, desto mehr Krümmung bekommt der Kreis selbst, mithin auch 
der Theil, welcher zwischen der Tangente nnd dem Tbeile der krummen Linie liegt. 
Auf solche Art nühert sich also die Krnmmang dieses Theila der Krümmung der kmm- 
man Linie, und der Dnrchschnittspnnkt H des Kreises mit der krummen Linie liegt 
dem Punkte D desto naher. Fallt der Punkt D mit dem Punkte H zusammen, so 
hat alsdann der Kreis an dieser Stelle D mit der krummen Linie einerlei Krümmung, 
-und man nennt ihn alsdann den Krümmungakreia^ nnd seinen Halbmesser den 
Krümmungshalbmesser. In dieser letztem Beziehung muss die Tangente MN für 
den Punkt D zugleich die Tangente des Kriimmungskreises seyn, nnd der Mittelpunkt 
desselben in der Normale DC liegen. Es sey daher E der Blittelpunkt des Kriim- 
mnngskreisea lur den Pankt D der krummen Linie, AB^x die Abscisse nnd BD - 
die dazu gehörige Ordinate; lemer ziehe man durch H die Linie HO senkrecht auf 
die Abecissenlinie AC, and durch die Punkte D und E die Linien DQ nnd EP niil 
AC parallel, so ist BO = PR=DQ=Ax. Der allgemeine Ausdruck für die Normale 

DC einer knunmen Linie ist = y|/|l + ^^|, nnd ansserdem ist HQ = HO — QO 

=H0 — DB=HA— DP = A.DB = A.DP*=Ay. Die beiden Dreiecke DPE nnd 
DBC sind einander ähnlich, tmd man hat 
DC:DB = DE:DP, oder 

y!/(l + 3g)!y = DB:DP, oder 



|//l + ^Vl_DE:DP, nnd daher 



Fallt der Punkt H mit dem Punkte D zusammen, so fiillt auch HO aof DB, 
■nd es wird so wol Ax als auch Aj der MuU gleich, und man hat: 



d.Dpi=d7>= d. 



, -DB-./(l+g) 



H'+'£) *+£^ 



10 



yGooc^le 



7t 

uofl hieraiu ergisbt lich 

DE = ~^, (1+^7)1/(1 + j^) = dem Kriimiiiiuiph>lbBi9Mer. 

Es »chtiat der HalluHiMr d«B Kt&nmufphalbmMkwt hier vimnx ttagtüvwa 
Werdi zu arlulteBj da er doch pMitiy aeya mau» weil die krsmm« Linie gese« di» 
^scJMenUnie concav i«t. Der Grand liegt aber U<»t in dem sweiton DiffereuieU 
der .^^likate j «der in d>y, weichet im hoU^ Theile der krammen Liai« j»dflff»it 
nagatir ist (t>70); daher aollie in dem letsten Aaedracke -* d'y etatt d'y »tehan» 
■nd — ( — d*y) ist dies ao viel ala -{•i^jf irodiireh eben der Ki-fanmcngshalbn o i i er 
padtir wird. 

Man findet aUo den Halbmesser des Krümmnngskreises liir jeden Punkt einer 
kmmmen Linie, wenn man ans der gegebenen Gleicbang derselben die Vl^erlhe Ton 
djf iy't dx, dx* und d'y aacht, nnd dies« ia den vorigeo «llgemeitwn .^udrvek 
sabstituirt. 

Es sey z. B. die Gleicbang für die Parabel« die AhscisMii Ml dam Sph^l- 
paukte genommen j y'^pxi so bat man 

Syjy=,di = 0, .od g =^, WjBcl, g = ^ 

Hat man Ax als beständig angenommeq, wodarck pwcb pdx bfsiiüidig vird, so findet 
laan weiter d,2ydy^0^ 2dy' + Jyd'y = dy* + yd*y and darau -^ j= — d^y; 

iarner ergiabt sich noch ans ^^ =4 J-j dir Wertb dx* = -^—^—i also wird 

k> _ «t'Jt- *t' _ 4t- 
Jif F* T P" 

nfthin üt d«r HalhuBwer d«r Kiünunnog fiir jeden Pankt in der Parallel 
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___ hP')>'(« 

2p" äp- 



p" V «y- / p" — «y^ 

_(ill+öi„ («T'+P'j»'(«T'+p') 



otei umm man etce Firnkdon ron x habeo wiU> 

_ (4p»+p')/(4|« + p-) _ (4x + p)/(4|.x+p*) 
- tp« - 3p 

».73. 
Biafaer ist bMlÜndig anj^eiionimeit -irorden« diM bei Erfiadnnf Jw hölum DiC> 
ferenzen und Differenxiilan der Zaweclu der veriiaderliclieii GrÖu« gleich gross, mit» 
liiii eiDfl beständige Grösse sey. Es kann ab«r Toransgesetzt werden , dass der Zu- 
wachs der Teranderlichen Grösse nicht beständig, sondern TJeimehr Teränderlich say. 
In diesem Falle lassen sich ebenfalls die hohem Difi«reBzia)fnnktioneD mit streng ma- 
thematischer Eridenz bestimmen, ohne dabei anendlich kleine Gräaseii als Gnuidprin- 
cipien nöthig za haben. Man setze nämlich zuerst, es sey Y eine Funktion einer ein^ 
zigen veränderlichen Grösse x, und es werde der erste Zuwachs von x, oder Ax 
nicht beständig, sondern anch als veränderlich angenommen, so weiss man, dass die 
zweite Diflerenz gefnnden wird, wenn in der ersten DifferenzAinktion x+Ax statt x 
nnd Ax-f-A'x statt Ax gesetzt, tmd alsdaan von der anf dies» Weise entetandenen 
rerjinderten Differanzfnnktion die ento DiffNVBztnnktion snbtniurt wird. Aaf enw 
ähnliche Art wird die dritt», vierte und bberhanpt jede bi^ere Differemfisnktion 
gefnnden. So wie doh die erste Differenzialfonktion die ein&icbUe Differenzform der 
allgemeinen Differenzfnnktion ist, wenn Ax gleich Null geworden, eben so ist anch 
die zweite Differenzialtnaktion die ein&chste Differenzform der zweiten allgemeinen 
Differenzfunktion , in welcher A'x gleich Null geworden; ferner die dritte Differen- 
sialfwaktioa ebenfiUb die einfiicksio IHfferMuforas der allg—seinen dritten Differenx- 
finktiMl, in weldier A*x glasA Null gewet^ea , n. •. H. ■. s. L Es erkaHt ab» hier* 
MM, dasa in der zwesten DiAranzfankliMi aU* Glieder, wdcbe AxA'x nnd A*x* 
MtkalleB, ganzlioh wegCsUea, wenn A'x gleichMnll gewOTden ist; dass lernM' in dw 
4rin^ lÜffBVMzfnnklion aHe Glieder wegfallen, in weMien AxA*x, A*x*, AV n.f. 
Torkonunen, wenn A*x gleich Nnll geworden ist,».s.£n.s.L 

f. 71. 

Nach diesen vorausgesetzten Bestimmungen wird es gu keine Schwierigkeiten 
haben, die böhern Differeozialfnnktionen zu entwtcketta, wenn Ax als veränderlich 
belrachlel wird. Folgende Beispiele geben die anschaulichsten Beweise. 

Es sey T ^ x*, so bat nun \ 

A.T = 2x Ax + Ax*, nnn ist 

10» 
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AV+A'V = 2(x+Ax) (Ax+A'x) + (Ax + A'x)* 

= 2xAx+2xA»x+3Ax'+4AxA*x + A*x* 
«nd hieiTon AV=:2xAx + Ax* abgezogen, 
A'V=2xA'x + 2Ax'+»AxA'x+A*x% miiUn, 
wenD A*x Null geworden ist, du zweite Oifferenzial 
d>V=2xd>x + 2dx'; ferner »t 

A«T+A*V=2(x+Ax)(A*x+A»x)+2(Ax+A*x)»+4(Ax+A«x)(A«x+A»x) 
+ (A'x+A»x)* 
= 2xA»x+2xA»x+10AxA*x+2Ax*+7A*x'+6AxA»x+«A»xA»x+A»x» 
«nd bierron A'V = 2xA*x+2Ax* +4AxA*x4-A'x' nibtrahirt, gjdit 
A»V=2xA»x+6AxA»x+7A'x*+6AxA*x + 6A»xA»x+A»x* 
mithia, wenn A*x gleich Nnll geworden ist, du dritte Differenzial 
d*y=2xd'x+6dxd>x n. s. f. n. s. £, 

Bs sey femer Y = x% lo hat man 
A-x'^Sx'Ax+SxAx' + Ax*; nun ist 

AV + A'V = 3(x + Ax)'(Ax+A'x) + 3(x+Ax)(Ax+A*x)«+(Ai+A»x)» 
= 3x'Ax+9xAx»+7Ax*+3x»A*x+12xAxA»x+12Ax»A»x 
+ 3xA»x*+6AxA'x*+A*x»; 
kierron Ay = 3x*Ax+3xAx* + Ax* snbtrafairt, giebt 
A'V= 6xAx* +6Ax» + 3x»A'x+12xAxA*x + i2Ax*A*x + 3xA'x* 

+ 6AxA*x* +A*x% nnd daher« 
wenn A*x gleich NnU gesetzt wird , das zweite Differenzial 
4*y =6xdx*+3x*d'x u. i. C n. s. f. 

Ans dieser allgemeinen Entwickelang der hohem DiflerenzialfinikttoneB ffir 
den Fall, wann die Differenz der veränderlichea Grösse in den hohem Differenz- 
fnnktionen nicht gleich gross angenommen worden, geht herror, das« man dieselben 
leicht nnd knn findet, wenn man dx, d'x, d*x n. L sammt ihren Potenzen gerade 
so, wie die Teründerlichen Grossen telbstf behandelt, nnd nach den ohtn gegebenen 
Regeln verfiibrt. So findet man also knix: 

d.x*=3x'dx, nnd d*.x* ^ 6xdx*-{-3x*d*x gerade wie rorhin} 
d*.x* = 6dx* + 6xdxd«x + 12xdxd*z + 3x*d*x 

= 6dx'+18xdxd*x + 3x*d*x 
«. s. £ n. s. f. 

Eben so findet man d.x* ^^x*dx, nnd daran« 
d* . z* =zs 30x* dx* + 5 X* d'x, 
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d«.x*=ii30xdx*4-lWx*dx*d*x+i80x*dzM*x+«Oz*d*x'+60x*dxil*x4-30x*dxil*x+5x*d*x 
= 130xdx*+360x*dx*d*x4-C0x*dV+80x*dzd*x+AxM*x n. f. n. f. 

i.75. 
Wenn V eint Fnnklion tob d«n beidet» reränderlichen Gröstm x imd j i»tf 
to kamt nun entweder den Zuwachs der einen reninderlichen Groase alt bettändi^, 
■nd den Znwacbs der andern ab reriinderlJch , oder die Zuwachse dw beiden rcriu- 
derlichen Grröuen al« Teranderlich betrachten. Die Differenzen beider veränderlichen 
Gröaeen kann nun aber nicht ab nuTeränderlich annehmen, weil dabei die Yoraut- 
•etznnj; zum Grunde liegen wiirdei das« beim gleichfonni^n Wachaihnme der einen 
vennderlicben Gröaw die andere rerÜnderliche Gröase ebenfälla gleicUormig wachsen 
wilrdei da» folglich beide veränderliche Gröasen ein gewiues Yerhältniu gegen ein- 
ander haben* und die Werthe der einen GruMe von den Wertben der andern abhan- 
gen mttuten, welche« aber nicht angenommen werden darf. Setzt man die Differen- 
zen der beiden veränderlichen Gröasen als veränderlich j ao findet man die biUient 
Differenzialfnnktionen auf dieselbe Art, wie hei den Funktionen einer einzigsn ver- 
änderlichen GrÜue. 

Es sey T^xy, so ist AVssxAy+yAx+AxAy; ferner ist 
AV+A'V=(x+Ax)(Ay+A«y)+(Ax+A*x)(Ay+A«y) + (7+Ay)(Ax+A'x) 

«=xAy+xA»y+3AxAy+2AxA'y+yAx+yA*x+2AyA»x+A'xA'y 
Uarvoa AT = xAy+yAx+AxAy subtrahirt, giebt 
A«V=xA»y+aAxAy+aAxA"y+yA*x+lAyA*x+A»xA*y, 
nnd daher, wenn A'x und A*y glach Null gaworden, das zweite Dffiitrenzial 
d*y = xd'y+3dx4^4-yd*x n. s.£, n. s.f: 

Man hat weiter, wenn V=- ist, AV^Z^3^=4^i 

•ntwickelt man nun eben so wie vorbin A*T oder die zweite Differ«»fankti«i, naJ 
nimmt darin A*x und A*y gleich Null, so wird das zweite Differenzial 

7" 

r f y" y" 

HimrMi* trhdlt mi^Iewhj «lau die hohem Diffenozüilfiinktioiien der Fankdo* 
■tn TOB zweien oder mehreren reninderlichen Gripseen noch denaolben Rogolnf die 
bereit« oImb «»einonder goietzt lind, knrs nnd leicht entwickelt worden können. 
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fUiwy s»H. V5»;«jt»y— ti^», so htt m» 

'd*y = 2aydx^+2a«yd*x+:%«xdT:dy+3axdxdy+ax*d*y 

— by*d'x— 2bydxdy— 2bydxdy — Jbxdy» — 3bxyd*y 
= (2«xy— by»)d*x+(ax'— 8bxy)d'y+(4ax— 4by)dxdy — 2bxdy*+Ä«ydx» 

% >. f^ «I B. i^ , 

ßi erhellt iidd ^ dau dia xwsite OiSftrenzUUuBktion der Fnqkties V xm dot 
bdidep TeiÜnderlifli^ Gröuen x und y 4*4 allfemeiaf Geat«U 
<|»V = Pd'x+Qd»y+RdKdy+Sily' + Tda^ hat, 
wo dl« FankdoneD P, Q^ R, Sj T ein» solche Bezlehnn^ sefett «iBunder haben mfia- 

flwtefc 

Sollte nur eine einzige von diesen Bedinjongan fehlm» so kann man Terü- 
chert seyn t daaa die gtgebeBfl pWnvt^MlfiiBktifln iutia« aweile DiffeMBzialfanktion 
ir|;eBd cinN' Fiuiklion von den beiden Teranderlichea Grösse« x oad y ttjn knnnak 
Folgendes Beispiel kann noch zur Brlanlemng dienen. 

Es sey y = axy*-^byx% so haC man 
dy = ay'dx+2axydy+bx*dy+3byx*dx; femer ist 
d'T = 2aydxdy + ay*d*x + 2ayAcdy + 2axdy* + 2Rxyd*y 

-t-«byxdx'+3bx*4xdy + 3feyx<d>x + bx*d'y + 3bx>axdy 
= (ay'+3byx*)d»x + (2axy4-hac^4"y+(4ay+ftbx«)dxdy+2axdy'+6byxdx«. 
Es Ut also P = ay»+abyxV Q«52axy + bx», R = 4ay+6bx% S=a;ax ond 
T^Sbyx, nnd man hat 

»(f) = K^) = *-^+"- 

' Am» diesen Entwickelnngen aiaht m«» dentUcIlL 4a** s2ch die höheis Diffi^ 
renziaUiuiktionen aneh für den Fall, wenn das Wachsihnm der ersten Dtffennzen 
aicl^ gl^i«hfiimi< iat» mit streng maÜMnatischer Scharf« bntrimaM» iMtgn, »hoe n«r 
in SVi9^i*°' **f die mystischen Bvgcida von niwndli«b klsjnaa GfSmam Rikluidtf 
BehönB n dMen> 
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Uelnigens fat nnefc n am-ken, dtoa die CwrfiM und hJAcm DiArettBiaBhAk«' 
tion«B keine bestimmten Wenhe haben können, weil die Werllie der T«raDd*riichen 
Gröuen n«ch keinen bettimmten Gesetze za^ «der abnehtlien. Waui äthtr in einer 
gegebenen Differenzieifnnktion zweite oder kältere Differenziale Torkontmen> ao mttn 
ne immer ändert nnd andere Werthe bekomm«! j je naekdem man da« ferete Diffiiren^ 
ziel dieur oder jener Funktion von x als beständig annimmt. Ansiobriickere Betrack- 
tongen kierron findet man im zweiten Bande meines Önindrisse^ der Vnnen bökem 
Hatbematik. S. 279 ff. 

♦.77. 
Endlick mnss ich noch Einiges von den allgemeinen Differenzialatudröcken an- 
fiiliren} welcke znr Rectification, Qnadrator nnd Gnbatar der kranunen Linien mit Hülfo 
geometrischer Coostroktionen gefanden werden. Man bat hier ebenfalls zur anscbaa- 
liehen Entwickelnng derselben keine unendlich kleinen Grössen nölhig} vielmehr er- 
scheinen sie nach den bisher festgesetzten Principien in der reinsten malbematisohen 
Bridenz. Die Differenzialformel , welche zor Rectification oder Berechnung der 
Lange krummer Linien dient, lässt sich auf folgende Art bestimmen. Es sey (Fig. 1) 
AC ein Tbeil irgend einer krummen Linie, der z heissen mag; dieser nehme um das 
unbestimmte Slnck CF = Az zu. Wenn nnn zu dem Bogen AC die beiden auf ein- 
ander senkrecht stehenden Coordinaten AB^x^ nnd BC^y gehören, so wird auch 
mit dem Wachsthnme CP=Ab die Absclsse AB = x um BH=CG=:Ax, nnd die. 
Ordinate BC = 6H um GF=:Ay zunehmen, filan ziehe die Sehne CF, so erhält 
nun das rechtwinklickte Dreieck CFG^ in welchem vermöge des pythagoräischen 't'heo- 
rems CF*=CG* + GF', oder weil die Sehn« CF von dem dazo gehörigen Bogen sehr 
WMiig Terschieden ist 

(A.AC)* = Ax»+AyS nnd A.ACx=,'(Ax*+Ay') ist. 

Je kleiner der Bogea CF als Wacbsthnm des Bogens AC angenommen wird, desto 
näher rückt der Punkt F dem Punkte C, desto kleiner werden alsdann auch BH 
sbCG=: Ax und GF^Ay, und desto mehr nähert sich die Sehne CF deni dazu ge- 
hörigen Bogen. Werden endlich Ax, Ay und ioiglioh auch Az der N«U gleich > *• 
wirdd«=T'(dx« + dy')=0. 

Diese allgemeine DiffcrenssaUem , welche ans geometmchen Gruden ist her- 
geleitet worden, drückt bloss ans, dass aas der gegebenen Gleichung der kmmassn 
Linie der Differenzialwerth gesucht werden soll, welcher gleich t'(dx* -|-dy')^dz 
aeyn soll , mithin auch der Null gleich gewerden seyn maee, ifekhes ahmt nicht mmr 
dtrs möglich ist, ab wenn in der allgemeinen Diflerenzform Ax, abo a«ch Ay gjeiah 
Kall gewtnrden. Wie alsdann atH dieser D sü te a Mai atfa^klie« die krvasme Linie In 
Aaeehong ihrer Länge berechnet wird , maae die Integralrechnung zeigen. 

Es.asy n.B. AC ein Kreübegen, vnd die Gleichung Ar die KreMlnie, iie 
Abscissen ans den Scheitelpunkte auf dem Durchmesser gerechnet, y* ta>2rx — x*. 
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M Hit man 3jAj:=irix — ixiXf oit» ydy=3(r-~x)dxsO, nad 

fr— x)dr , , , . (r — x)'Jx* , 
dy ^ — j dahar dy» ^ ^-^ % , aad 

(r'-2rx + x' +arx-x'>dx' ^ r'J«' ^ ^ 
2rx — x* 2rx— X» 

dz s= -T^Ä 1\ = "i ^"^ ^'** ^' ^'* SMQchte DiffsmiziaUiuLkdoni welche inte* 

gmX die Län^ des Kreiabogeiu AC giebt. 

Auf dieselbe Art sncht man für jede anilere kmmme Linie »tu der ge^benan 
Gleichnnj; derselben in einer Differenzjalfonktioo den Werth von /(dx* -|-dy')| und 
integrirt sie alsdann. 

i. 78. 

Was die all^meine Di^renzialfnnkliun betrifft, welche xnr Qnadratnr oder 
Berechnung des Quadratinhalts solcher Flachen, welche entweder von krummen oder 
ron krummen und {geraden Linien zugleich begrenzt sind, dient, so läast sie sich auf 
folgende Art bestimmen. Es sey nämlich (Fig. 1) AB = x, BC = yj und AC der m 
diesen Coordinaten gehörige Bogen einer kmmmen Linie AF; es nehme der Bogen 
AC um den wiUkiihrlicfaen Tbeil CF zu, so wächst anch die Abscisse AB = x nm 
BH = Ax, n&d die Applikate BC=y am GF^Ay. Setzt man nun die Fläche CAB, 
welche von der kmmmen Linie AC und den beiden Coordinaten begrenzt ist, =Qi 
•o ist der Zuwachs derselben BUFC=AQ. Nun ist der Flächeninhalt des Rechteckes 

GCBH = y.Ax und der Flächeninhalt de* Dreiecks CGF=^^^; also wird 

AQ = yAx + ^^. 

Je kleiner nno der Bogen CF angenommen wird , desto kleiner werden anch Ax tmd 
Ay, und desto mehr nähert sich das Trapez BCFH dem Rechtecke BCGH. Werden 
endlich so wol Ax als anch Ay gleich Null, so wird anch BCFH gleich NoU, nnd 
man bat alsdann 

dQ = ydx = 0. 

Dieser allgemeine Oifferenzialausdruck, der ans geometrischen Gründen hervorgegangen 
ist, giebt blcMs zu erkennen, dass ans der gegebenen Gleichnng derkmmnen Linie, deren 
Quadratur gesucht werden soll> ein Differenzialwerth xa suchen ist, der ydx gleich 
ist, nnd welcher daher ebeoEalls f^eich NuU seyn muas. Wie hiemächat ans dieser 
Differenxialfnnktian die Quadratur der krummen Linie sa bestinunai ist, mnu die 
Integralrechnung zeigen. 
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lat z. B. ABC du Slfick Knüflich», und m üt die dwditmg für die Kreis- 
linie y« s=3rz — x"» «bo y^r'(2rx — ■»*) mitliin 

ydx = dT»'(2rx— x*) = 0, 
nnd dies i*t die gesachle DiffereaziaUTioktiotif welche dordi Integrireo den Fiacheun-, 
kalt dei Theils der Kreiafläche ^ebl. 

Anf eine ähnlich« Art veriehrt nun bei den übrigen knunmen Linien. 

».79. 
Wenn man annimmt» dau eich die Fläche (Fig. 1) ABC nm die feste Axe AB 
tienundreht, so beschreibt dieselbe einen körperlichen Ranm» welcher ein Afterke- 
gel genannt wird, nnd der Bogen AC eine kmmme Oberfläche, eine sogenannte Af- 
terkegelfläche. Znr Berechnung der letztem moss ebenfaUa eine allgemeine Diffe- 
renzialform bestimmt werden, nach welcher ans der gegebenen Gleichung der krom- 
men Linie ein Differenzialwerth einzurichten iaL Man nehme an, dass zn dem Bogen 
AC die beiden Coordinaten AB = x nnd BC = y gehören, und dass mit dem Wachs- 
thnme CF des Bogens AC aach die Abscisse AB = x nm BH = Ax, tud die Appli- 
kate BC um 6F = Ay wachsen. Durch die beiden Punkte C ond F ziehe man die 
gerade Linie FC nnd verlängere sie so weit bis eie die Axe EH in dem Punkte E 
schneidet. Hierauf stelle man sich Tur, dass sich die ganze Figur EHF um die unbe- 
wegliche Axe EH drehe, so werden die beiden rechlwinklichlen Dreieeke EHF nnd 
BBC gerade Kegel, das Trapez CBHF einen abgekürzten geraden Kegel, und der Bo- 
gen AC eine Afterkegelfläche beschreiben. Der Halbmesser der Grundfläche des grös- 
•wn Kegels ist FH, nnd der Halbmesser der Grundfläche des kleinern Kegels CB. 
Niu ist die krumuse Oberfläche des grossem Kegels ^ ». FH . FE , und die kmmme 
Oberflache des kleinen Kegels^ n.BC.CE, mithin die krumme Oberfläche des abge- 
küixten geraden Kegnls= n.FH.FE — n.BC.CE = K(FH.FE — BC.CE). 
Kun ut FH = FG + GH=:CB + GF = y+Ay und FB = FC-i-CB, mithin wird 
n(FH.FE— BC.CE) = ff[(CB-h6F)(FC+CE) — BC.CE3 

=:n(BC.FC+BC.CE + GP.FG+GF.CE-BC.GE) 

= ii(BC.FC + GF.FC+GF.CE). 

Ferner ist BG=y, FC = y(Ax* + AyO; GFsaAy, und wegen Aehnlichkeit der 

Dreiecke CFG und CEB: 

F6 : CB = FC : CE, oder Ay : y = /(Ax» + Ay') : CE 

CB=ry''<^';+^y'>, mithin 

Ay 

BC.FC=y,'(Ax»+Ay*) GF.FC= Ayi'CAx'+Ay») 

GF. CB = Ay . IJ^i^^Ö = y /(Ax«+Ay'), 
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nad m wird Jahn' 
«(BC.CF+GF.FC+GF.CE)=»[ayt'(Ax»+Ay*)+Ay*'(Ax'+Ay')l 

Je kleiner nna Ax mithin aach Aj wird, detio kleiner wird Aj ^{Ax.*+Ay*). 
Wird endlich Ax nnd A; gleich Null, »o erhält nun 

2ii7i'(dz*+d7*) = dem Differenzial der Afterkegelflaohe, 
welche TOD dem Bogen AC beachrieben wird. Setzt man aUo diese P« so hat man 
anch dP=2«yr'(di» + dr*) = 0. 

Nach diner allgemeinen Diflerenziairorm, welche «lu geometrischen Crründen 
ist abgeleitet worden^ mnss daher die Gleichung fnr die kramme Linie behanddt 
werden, d. b. man mnss ans derselben einen Differenzialwerth suchen, welcher so wol 
inyY {äi* +iy*) gleich, als auch derNnll gleich geworden ist. Auf welch« Art hier- 
näcbst aus diesem Differenzialwerth der Quadratinhalt der AfterkegelflÜche gefunden 
wirdj mnu die Integralrechnung zeigen. 

Fnr die Kreislinie z. B. war 
y(i^-+ij>)=,-^^^^^ = I^ = (». 77.), .h. Wirt 



wovon das Integral die krumme Oberflüche eines Kugelstficks bestimmt, weleliea ron 
dem Werthe x abhängt. 

j. so. 

Unter der Cnbatur einer krummen Linie versteht man die Berechnung des 
körperlichen Inhalts eines Körpers, welcher entweder von krummen und ebenen Flä- 
chen, oder Ton krummen Flächen altein begrenzt ist. Nimmt man, wie im vorigen ^ 
an, dass sieb (Fig. 1.) EFH um die feste Axe EH drehe, so beschreiben die beiden 
rechlwinklichten Dreiecke EHF und EBC gerade Kegel, das Trapez GBHF einen 
abgekürzten geraden Kegel, und die von der krummen Linie CA mit den beiden ge- 
radeo Linien AB und BC begrenzte Fläche einen Afierkegel, welcher Q heisaea mag. 

Nun findet man den körperlichen Inhalt des grössern geraden Kegels ^ -= • HF' . HE, 

und den küqterlichen Inhalt des kleinero Kegels = -s-^BC'.BE; mithin der körper- 
liche Inhalt des abgekürzten geraden Kegels, welcher vom Trapez CBHF beschri»* 
ben wird^ 

= ^.HF*.HE-j.BC*.BE = |(HF<.HE-BC*.BE). 

Digjiizedby VjOOQIC 
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NoD ist HP — RQ+GV = liC+GV=sj+£^f also 
HF" = (r+Ay)' = j' +SyAy+ Ay", 
EH = BH+BE = Ce+BE = Ai+BE. 

Aus der Aehnlichkeil der beiden Dreiecke CFG und CBB erhält nsan aber 
F6:6C = CB:BE, oder 

A;: Ax = ;:BE, und BE = ^, delier wiid 



yAx 



Man findet also 



^(HF-.HE— BC'.BE) 

== -j (3y' Ax+3yAxAy + AxAy»). 

Setzt auD aun noch den körperlichaB Rmmi, walcher von dem kleinen Ab> 
scbnitt zwiscben der krnininen Linie CF nnd der dazn gehörigen Sehne GF beschrie- 
ben wird, =S> so findet man den ganzen körperlichen Lüialtj welcher ron der Flü- 
che CBHF beschrieben wird, 

= ny*Ax+«yAxAy+-jAxAy*+S = A<?. 

Je kleiner Ax mithin auch Ay wird« desto mehr wird AQ dem Werthe tou sy'Ax 
gleic?!. Werden endlich beide Ax als auch Ay gleich Null, »o erhalt man aoch 
»y'dx= dQ = 0. 

Diese allgemeine Difbrenzialform« welche ans geometrischen Granden ist entwickdt 
worden, giebt bloss zn erkennen, dass ans der gegebenen Gleichung der kmnimen 
Linie, deren Cnbstnr gesncht werden soll, ein DüTerenzialwerth zn bestimmen ist, 
welcher gleich ny* dx> und eben daher auch der Null gleich s^yn mnss. Ans diesem 
Differenzialwerth wird hiemaehst die Cnbatnr der kmmmen Linie dnr^ die Inlegral- 
rechnnng bestimmt. 
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